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PRATARMĖ 


Galima drąsiai teigti, kad matematika visad turėjo praktinę ir kultū- 
rinę reikšmę, taip pat buvo svarbi mokslinei, techninei ir ekonominei 
visuomenės plėtrai. Todėl matematika yra ta gerovė, kuri turi būti priei- 
nama visiems. 

Akivaizdu, kad būtinybė suprasti problemas, kurias iškelia techni- 
nis, ekonominis ir socialinis gyvenimas, reikalauja nors elementarių 
matematikos žinių (skaičiavimai, formulės, lygtys, funkcijos, lentelės, 
grafikai). Šios esminės sąvokos ir priemonės yra svarbios daugeliui pro- 
fesijų. Ir išties matematika yra mokslas, kylantis iš realaus gyvenimo, ir 
turi efektyvią reikšmę paveikiant tikrovę. 

Taigi matematika ir jai būdingas mąstymo būdas turi būti vertinami 
kaip esminis šiuolaikinio žmogaus bendrosios kultūros elementas. 

Ši matematikos mokymo priemonė skirta aukštesniųjų klasių moks- 
leiviams bei tiems, kurie jau baigė mokyklą ir norėtų tobulinti mate- 
matinį savo išsilavinimą. Knyga bus ypač naudinga žmonėms, kurie 
seniai baigė mokyklą ir norėtų tęsti mokslus aukštojoje mokykloje. Be 
abejonės, daug naudingos metodinės bei pedagoginės medžiagos čia 
ras ir vidurinių mokyklų mokytojai: pavyzdžiui, galės parinkti nemažai 
įvairių užduočių popamokiniams užsiėmimams. 

Atkreiptinas dėmesys į tai, kad pateikti visų užduočių sprendimai. 
Tai leidžia mokiniui ne tik savarankiškai spręsti užduotį, bet ir susipa- 
žinti su profesionalo siūlomu sprendimo būdu. Eidamas tokiu keliu, 
moksleivis galės pamatyti savo klaidų priežastis, išmoks pats formu- 
luoti užduotis, vertinti gautus rezultatus ir palyginti įvairius sprendimo 
būdus. 

Rinkinio pavadinimas ir turinys rodo, kad jo tikslas yra mokyklinio 
kurso kartojimas ir įtvirtinimas. Be abejo, specialiai parinktos užduotys, 
apimančios visas mokyklinės programos temas, padės moksleiviams 
geriau pasirengti brandos egzaminams. Taip pat autorius siekia įgyven- 
dinti tam tikrus auklėjimo tikslus, formuoti skaitytojo asmenybę. 


Tiesa, stropiam skaitytojui sprendžiant užduotis teks samprotauti, 
analizuoti, abstrahuoti, apibendrinti. Toliau jam reikės įprasti tiksliai 
ir aiškiai reikšti savo mintis, taip pat atkakliai siekti rezultato. Tuo pat 
metu skaitytojas privalo būti objektyvus bei sąžiningas. 


Prof. E. Kirjackis 


ĮŽANGOS ŽODIS 


Nesustokite, eikite pirmyn, 
pasitikėjimas savo jėgomis vėliau pats ateis pas jus. 


Ž. Dalamberas 


Išsimokslinimo neįmanoma niekam suteikti, jį galima tik pačiam 
įgyti. Tai – pagrindinis mokymosi principas. Bet kurios teorijos esmė iš 
tikrųjų yra suvokiama nuolat sprendžiant konkrečius uždavinius. 

Šiame leidinyje pateikti uždaviniai yra skirti 9—12 klasių mokslei- 
viams. Esama ir visai nesudėtingų uždavinių, tačiau jų nedaug. Uždavi- 
nynas turėtų praversti rengiantis egzaminams ir konkursams. 


Formules galėtume pavadinti matematikos sielos kalba. Geriausiai 
jas įsimename spręsdami uždavinius bei ieškodami kuo įvairesnių spren- 
dimo būdų. 

Šio leidinio autorius nemano pateikiąs vienintelį ir geriausią kiek- 
vieno uždavinio sprendimo variantą. Tikimasi, kad skaitytojas, perskai- 
tęs sąlygą, pirmiausia pats pamėgins rasti savo sprendimą. Skaityti ir 
perprasti matematikos mokslui skirtus leidinius nėra lengva. Dar Šarlis 
Ermitas yra teigęs, jog „Matematikos pasaulyje mes esame ne ponai, о 
tik tarnai.“ Čia tiktų ir Deni Didro mintis: „Ieškodami tiesos mes nesa- 
me apsaugoti nuo klaidų.“ Taigi šio leidinio autorius pirmiausia siekia 
žadinti ir ugdyti matematikų skaitytojo mąstymą. 

Knyga prieinama daugeliui vidurinės mokyklos moksleivių. Beje, 
patyręs matematikas taip pat galės čia aptikti daug įdomių dalykų. Šie 
uždaviniai buvo aptariami ir nagrinėjami 2001-2007 m. m. Vilniaus 
Kalvarijų pagrindinėje mokykloje vykusiame seminare, skirtame mate- 
matikos mokytojams. Pateikti 1999—2007 m. m. valstybinių egzaminų 
uždaviniai yra parengti Nacionalinio egzaminų centro specialistų. Užda- 
vinių suklasifikavimą galėtume pavadinti grynai sutartiniu, atliekančių 
tik tam tikros nuorodos paskirtį. 


Autorius nuoširdžiai dėkoja VGTU profesoriui Eduardui Kirjackiui 
ne tik už naudingus patarimus rengiant rankraštį, bet ir už aktyvų daly- 
vavimą anksčiau minėtame seminare. Bendradarbiavimas buvo malo- 
nus ir produktyvus. 

Nuoširdžiai dėkoju Reginai Medišauskienei ir Zenonai Kraujalienei 
už pagalbą rengiant šį leidinį. 

Skaitytojams linkiu geros kloties ir atkaklumo. 


Autorius 


I. Loginiai uždaviniai 


1 uždavinys. Lygybėje AB : CF = DDEE skaičiai pakeisti raidėmis. 
Skirtingus skaičius atitinka skirtingos raidės. Įrodykite, kad dauginant 
padaryta klaida. 

Sprendimas. Dešinioji lygybės pusė dalijasi iš 11, o kairioji — ne. 
Taigi lygybė negalima. 


2 uždavinys. Tiesės taškai nuspalvinti 2 skirtingomis spalvomis. 
Įrodykite, kad egzistuoja tiesės atkarpa, kurios galų ir vidurio taškas yra 
tos pačios spalvos. 

Sprendimas. Taškai А ir B yra tos pačios spalvos. Taškus X, Y, Z 
pažymėkime taip, kad А būtų atkarpos ХВ vidurio taškas, Y — atkarpos 
AB vidurio taškas, B — atkarpos 4Z vidurio taškas. XA = AB, AY = YB, 
AB = BZ. 


Jei bent vienas iš X, Y, Z taškų yra tos pačios spalvos kaip А ir B, 
galime teigti suradę sąlygoje įvardytą tiesės atkarpą. Jei visi X, Y, Z taš- 
kai nuspalvinti viena, skirtinga negu 4 ir B spalva, tai jie patys sudaro 
tokią tiesės atkarpą. 


3 uždavinys. Kiekvienas erdvėje pažymėtas taškas yra vienos iš 5 
spalvų. Įrodykite, kad erdvėje esama plokštumos, kurią apibrėžiantys 
taškai yra 4 spalvų. 

Sprendimas. Jei erdvėje esama tiesės, kurioje pažymėti 3 spalvų taš- 
kai, pasirinkime bet kurį ketvirtąjį dar vienos skirtingos spalvos tašką. 
Visus šiuos taškus apibrėžia plokštuma, atitinkanti uždavinio sąlygą. 
Įrodysime, kad erdvėje esama tiesės, turinčios 3 spalvų taškus. Taš- 
kai А, B, С, D ir E yra skirtingų spalvų ir skirtingose plokštumose. 
Kadangi A, B ir C apibrėžia trispalvę plokštumą, tai kiekviena ketur- 
kampių ABCD ir ABCE kraštinė sudaro trispalvę plokštumą. 
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Galimi 2 atvejai: 

1) taškas E yra vienoje iš keturkampio ABCD briaunų arba taškas D 
yra vienoje iš keturkampio АВСЕ briaunų; 

2) taškas E nepažymėtas nė vienoje iš keturkampio ABCD briaunų 
arba taškas D nepažymėtas nė vienoje iš keturkampio АВСЕ briaunų. 

Pirmuoju atveju vienoje iš keturkampių АВСР arba АВСЕ briaunų 
yra 4 skirtingų spalvų taškai. Antruoju atveju 2 skirtingų spalvų taš- 
kai atskiriami kitų 3 spalvų taškais pažymėta keturkampio briauna. 
Taigi šiuos 2 taškus jungianti tiesės atkarpa kerta keturkampio briaunos 
plokštumą taške, kuris yra skirtingos spalvos ir sudaro trispalvę tiesės 
atkarpą. 


4 uždavinys. Įrodykite, kad и skirtingų tiesių, esančių vienoje 
plokštumoje, dalija šią plokštumą į dalis, kurias galėtume nuspal- 
vinti 2 skirtingomis spalvomis taip, kad greta esančios dalys visada 
būtų skirtingos spalvos. 

Nuoroda. Reikėtų pasinaudoti matematinės indukcijos metodu. Brė- 
žiant (k + 1)-ąją tiesę reikėtų pakeisti spalvas visose susidariusios pus- 
plokštumės dalyse. 


5 uždavinys. Keletas apskritimo lankų nuspalvinti juoda spalva. 
Bendras šių atkarpų ilgis sudaro mažiau negu pusę apskritimo ilgio. 
Įrodykite, kad galima nubrėžti tokį apskritimo skersmenį, kurio abu 
galai nebūtų juodos spalvos. 

Sprendimas. Mėlynai apibrėžkime lankus, kurie yra simetriški 
juodos spalvos lankams apskritimo centro atžvilgiu. Mėlynųjų ir juo- 
dųjų lankų ilgis bus vienodas. Bendra jų ilgių suma bus mažesnė už 
apskritimo ilgį. Taigi apskritime dar liks nespalvotų taškų ir galėsime 
nubrėžti reikiamą skersmenį. 


6 uždavinys. Tiesės atkarpa / padalyta į и vienodo ilgio atkarpėlių. 
Kiekviena iš jų apjuosiama pusapskritimiu. Kiekviena atkarpėlė dar 
kartą padalijama į k vienodo ilgio atkarpėlių, jos taip pat apjuosia- 
mos pusapskritimiais. Raskite pirmojo ir antrojo padalijimo pusap- 
skritimių ilgių sumos santykį. 
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Sprendimas. 


7 uždavinys. Aš turiu tiek pat seserų ir brolių. Mano sesuo turi 
perpus mažiau seserų negu brolių. Kiek mūsų iš viso? 
Atsakymas. Mes esame septyniese: 4 broliai ir 3 seserys. 


8 uždavinys. Sportininkas bėga 9 m/s greičiu. Kokiu greičiu „bėga 
kiekviena koja“? 

Sprendimas. Kiekviena sportininko koja vieną pusę bėgimo laiko 
būna ore, o kitą pusę remiasi į žemę. Taigi „kiekviena koja bėga“ dvi- 
gubai greičiau negu pats sportininkas, t. y. 18 m/s. 


9 uždavinys (pokštas). Prie upės priėjo du žmonės. Ant kranto buvo 
valtis, kurioje galėjo tilpti tiktai vienas žmogus. Abu žmonės be vargo 
persikėlė ta valtimi per upę ir keliavo toliau. Kaip jie tai padarė? 

Atsakymas. Žmonės buvo skirtingose upės pusėse. 


10 uždavinys. Tualetinio muilo gabalėlis yra stačiakampio greta- 
sienio formos. Po 7 dienų prausimosi muilo gabalėlis sumažėjo perpus. 
Kelioms dienoms užteks likusio muilo gabalėlio? 

Sprendimas. Nubraižykite gretasienį ir išveskite pjūvius per jo 
briaunų vidurius. Gausite 8 lygius gabalėlius. 

Atsakymas. Muilo užteks 1 dienai. 
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11 uždavinys. Kiek daugiausiai sekmadienių gali būti per metus? 

Sprendimas. Kadangi 365 = 52 : 7 + 1 ir 366 = 52 · 7 + 2, tai 
daugiausiai gali būti 53 sekmadieniai per metus. 

Atsakymas. 53. 


12 uždavinys. 1 т> popieriaus lapas subrūkšniuotas 1 mm? lan- 
geliais. Kiek tokių langelių popieriaus lape? Per kiek laiko juos gali- 
ma suskaičiuoti po vieną, jei kiekvienam langeliui suskaičiuoti sugaiš- 
tume po 1 sekundę? 

Sprendimas. Lape yra 1 000 000 langelių. Jei skaičiuotume lan- 
gelius po 8 valandas per dieną, sugaištume 1 mėnesį. 


13 uždavinys. Vienoje iš trijų dėžių yra 2 juodi kamuoliukai, 
kitoje — 2 balti, trečioje — 1 juodas ir 1 baltas. Ant dėžių užrašyta: „2 bal- 
ti“, „2 juodi“, „juodas ir baltas“. Iš tiesų nė vienas iš užrašų neatitinka 
dėžių turinio. Kaip sužinoti, kokie kamuoliukai sudėti dėžėse, jei galima 
išimti tik 1 kamuoliuką? 

Sprendimas. Iš dėžės su užrašu „juodas ir baltas“ reikia išimti 1 
kamuoliuką, nes pagal uždavinio sąlygą šioje dėžėje neturėtų būti 
skirtingos spalvos kamuoliukų. Jei ištrauksime baltą kamuoliuką, tai 
šioje dėžėje yra įdėti 2 balti kamuoliukai. Taigi 2 juodi kamuoliukai 
bus sudėti dėžėje su užrašu „2 balti“, o juodas ir baltas — dėžėje su 
užrašu „2 juodi“. Analogiškai mąstysime, jei pirmiausia išimsime juodą 
kamuoliuką. 


14 uždavinys. Trys turistai apsistojo 30 dolerių vertės viešbučio 
kambaryje. Kiekvienas už kambarį sumokėjo po 10 dolerių. Paaiškėjo, 
jog nakvynė šiame kambaryje kainuoja tik 25 dolerius. Nešdamas 
turistams grąžą viešbučio tarnautojas nutarė 2 dolerius kaip arbatpinigius 
pasilikti sau, o gyventojams grąžinti po 1 dolerį. Kiekvienas iš turistų 
už kambarį iš tiesų sumokėjo po 9 dolerius, taigi trise jie sumo- 
kėjo 27. Viešbučio tarnautojas 2 dolerius pasiliko sau. Kur dingo 
trisdešimtasis doleris? 

Sprendimas. Už kambarį buvo sumokėti 27 doleriai, taigi 3 doleriai 
buvo grąžinti turistams. Iš tiesų už kambarį iš 27 buvo sumokėti tik 25 
doleriai, o 2 dolerius sau pasiliko viešbučio tarnautojas. 
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15 uždavinys. Kokio aukščio stulpą pastatytume, jei vieną ant kito 
sukrautume 1 mm? kubelius, esančius 1 m°? 

Sprendimas. Iš viso уга 10° kubelių. 

Taigi pastatytume 10° mm = 10° m = 10° km aukščio stulpą. 


16 uždavinys. Žinome, kad viena iš 80 vienodų monetų netikra. Ji 
truputį lengvesnė. Suraskite netikrą monetą 4 kartus pasvėrę pinigus 
svarstyklėmis be svarsčių. 

Sprendimas. Padalykite monetas į 3 dalis: 27 + 27 + 26. Pirmą kartą 
sverdami ant kiekvienos svarstyklių lėkštės padėkite po 27 monetas. Jei 
viena svarstyklių lėkštė bus lengvesnė, joje ir bus netikra moneta. Jei abi 
lėkštės svers vienodai, netikra moneta bus 26 monetų krūvelėje. Tada 
27 monetas (jei reikia, prie 26 pridėkite dar vieną monetą) padalykite 
į 3 dalis: 9 + 9 + 9. Sverdami antrą kartą analogiškai išsiaiškinsite, 
kurioje krūvelėje bus netikra moneta. Tada tas 9 monetas dar kartą 
padalykite į 3 lygias dalis ir pasverkite trečią kartą. Paaiškės, kurioje iš 
3 likusių monetų krūvelių yra netikra moneta. Ketvirtąjį kartą sverdami 
ant kiekvienos svarstyklių lėkštės padėkite po vieną monetą. Netikra 
moneta atsidurs arba vienoje svarstyklių lėkštėje, arba bus likusioji. 


17 uždavinys. Turistas ėjo keliu prie ežero. Toje vietoje, kur kelias 
šakojasi į dvi dalis, sėdėjo 2 vaikinai. Vienas iš jų visada sakė tiesą, 
o kitas buvo melagis. (Beje, niekas nežinojo, katras iš jų melagis.) 
Turistas paklausė tik vieno dalyko vieno iš vaikinų. Ko turėjo paklausti 
turistas, jeigu jis iš karto suprato, katra kelio atšaka veda prie ežero? Į 
klausimą vaikinai atsakinėdavo tik „taip“ arba „ne“. 

Sprendimas. Turistas turėjo paklausti: „Ат kitas vaikinas atsakytų, 
jog ši kelio atšaka veda prie ežero?“ Išanalizuokite galimus atsakymus ir 
įsitikinkite, kad atsakius „taip“ turistas neprieitų ežero, о atsakius „ne“ 
pasiektų jį neatsižvelgiant į tai, katram iš vaikinų būtų buvęs pateiktas 
šis klausimas. 


18 uždavinys. Trims išminčiams parodė 3 juodas ir 2 baltas 
kepures, tada visiems trims užrišo akis ir uždėjo ant galvos po kepurę. 
Išminčius susodino vieną už kito taip, kad trečiasis galėjo matyti dviejų 
pirmųjų galvas, antrasis — pirmojo galvą, o pirmasis — nieko. Paskui 
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išminčiams nuo akių nurišo raiščius ir liepė kiekvienam pasakyti 
savosios kepurės spalvą. Kiek pagalvojęs vienas iš jų atsakė. Kuris? 
Kaip jis tai nusprendė? 

Sprendimas. Jei dviem pirmiesiems išminčiams būtų uždėję baltas 
kepures, tai trečiasis iškart būtų atsakęs. Jei pirmasis būtų buvęs su bal- 
ta kepure, tai antrasis, negirdėdamas trečiojo atsakymo, būtų supratęs, 
jog jis pats nedėvi baltos kepurės, ir būtų pasakęs savosios spalvą. 
Kadangi pateikus klausimą buvo tylu, pirmasis išminčius suprato, jog jis 
pats ne su balta kepure, ir po kurio laiko pasakė savo kepurės spalvą. 


19 uždavinys. Tam tikros bakterijos dauginasi dalijimosi būdu. Per 
1 sekundę iš I bakterijos pasidaro 2. 1 bakterija su visais savo „pali- 
kuonimis“ užpildo mėgintuvėlį per 1 valandą. Per kiek laiko mėgintu- 
vėlį užpildys 2 bakterijos? 

Sprendimas. Iš 1 bakterijos per 1 sekundę pasidaro 2. Taigi po 1 
sekundės dalijimosi procesas vyksta lygiai taip pat, kaip ir bandyme 
su 2 bakterijomis. Vadinasi, 2 bakterijos užpildys mėgintuvėlį per 59 
minutes ir 59 sekundes. 

Atsakymas. 59 min., 59 sek. 


20 uždavinys. Vieną mėnesį 3 sekmadieniai yra lyginės dienos. Ko- 
kia savaitės diena bus 20-ојі šio mėnesio diena? 

Sprendimas. Paprastai kas antras sekmadienis per mėnesį būna 
lyginė diena. Jei 3 sekmadieniai būna lyginės dienos, darome išvadą, 
jog iš viso tą mėnesį bus 5 sekmadieniai; be to, pirmasis sekmadie- 
nis yra 2-0ji mėnesio diena. 

Atsakymas. 20-oji mėnesio diena — ketvirtadienis. 


21 uždavinys. Paimkime 7 popieriaus lapus ir kai kuriuos iš jų 
sukarpykime į 7 dalis. Keletą tų dalių dar kartą sukarpykime į 7 dalis 
ir t. t. Ar galima taip prikarpyti 2008 popieriaus lapelius? 

Sprendimas. Kiekvieną kartą kirpdami lapą nukerpame 6 papil- 
domus lapelius, todėl karpant k kartą jau bus 7 + 6k lapeliai. Kadan- 
gi nė vienu k atveju šis skaičius nebus lygus 2008, būtent tiek lapelių 
prikarpyti nepavyks. 
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22 uždavinys. Įrodykite, kad neįmanoma taip nubrėžti tiesės, kad ji 
kirstų visas daugiakampio, turinčio nelyginį kampų skaičių, kraštines. 

Sprendimas. Jei egzistuotų tokia tiesė, tai abiejose jos pusėse turė- 
tų būti išdėstyta po lygiai daugiakampio viršūnių. 


23 uždavinys. Kai kurie duotosios apibrėžtos taškų aibės taškai 
sujungti atkarpomis. Įrodykite, kad egzistuoja 2 taškai, iš kurių nuvestas 
vienodas skaičius jungiančių atkarpų. 

Sprendimas. Nuo kiekvieno iš taškų galima nubrėžti nuo 0 iki 
n- 1 atkarpų. Prie kiekvieno taško parašykime skaičių, nurodantį, 
kiek atkarpų nuvesta iš to taško. Jei teigsime, kad nėra 2 taškų, iš kurių 
nutiesta po lygiai atkarpų, tai visi taškai turėtų turėti skirtingus numerius 
(nuo 0 iki z — 1). Bet jei esama taško, turinčio z — 1 numerį, tai neturi 
būti taško, pažymėto 0 numeriu. Todėl turėtų būti taškų su tais pačiais 
numeriais, nes numerių yra и — 1, o taškų n. 


24 uždavinys. Dviem išminčiams davė maišą su 7 kortelėmis. 
Kortelėse buvo užrašyti skaičiai nuo 5 iki 11. Pirmasis išminčius 
nežiūrėdamas išėmė 3 korteles, o antrasis — 2. Pamatęs savo korteles 
pirmasis išminčius tarė antrajam: „Žinau, kad tavo kortelių skaičių 
suma yra lyginė“. Kokie skaičiai buvo užrašyti pirmojo išminčiaus 
kortelėse? 

Sprendimas. Pirmasis išminčius nežino, kurias 2 iš likusių 4 kor- 
telių paėmė antrasis išminčius. Taip atsakyti jis galės tik tada, jei ant- 
rojo išminčiaus turimų kortelių skaičių suma bus lyginė. Taip bus tik 
tuomet, jei 4 likusių kortelių skaičiai bus vienodo lygumo. Visi jie 
lyginiai negali būti, nes kortelėse užrašyti tik 3 lyginiai skaičiai, todėl 
maiše liko 4 kortelės su nelyginiais skaičiais. Pirmasis išminčius turė- 
jo korteles su lyginiais skaičiais. 

Atsakymas. 6; 8; 10. 


25 uždavinys. Mokinys sugalvojo natūralųjį skaičių, padaugino jį 
iš 13, užbraukė paskutinį sandaugos skaitmenį, gautą skaičių padaugino 
iš 7, vėl užbraukė paskutinį skaitmenį ir gavo skaičių 21. Kokį skaičių 
mokinys sugalvojo? 
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Sprendimas. Pabandykime spręsti uždavinį nuo pabaigos. Prieš 
užbraukiant skaitmenį antrąjį kartą, rezultatas turėjo būti triženklis 
skaičius nuo 210 iki 219. Šis skaičius turi dalytis iš 7, nes buvo gautas 
210 ir 217. Taigi prieš dauginant iš 7 buvo skaičius 30 arba 31, nes 
30 - 7 = 210, o 31 : 7 = 217. Todėl prieš užbraukiant skaitmenį pir- 
mąjį kartą turėjo būti skaičiai nuo 300 iki 319. Bet iš šių skaičių iš 13 
dalijasi tiktai 312 (312 = 13 24). Mokinio sugalvotas skaičius 24. 

Atsakymas. 24. 


26 uždavinys. „Kiek turite vaikų ir kiek jiems metų?“ — paklausė 
svečias matematikos mokytojo. Tas atsakė: „Turiu 3 sūnus. Jų me- 
tų sandauga lygi 72, o metų suma — tokia kaip autobuso, kuriuo at- 
važiavote, numeris“. Pagalvojęs svečias pasakė, kad negali išspręsti 
šio uždavinio. „Žinoma, — tarė mokytojas, – pamiršau jums pasakyti, 
kad mano vyriausiasis sūnus nešioja akinius“. „Dabar aš žinau jūsų vai- 
kų amžių“, — nudžiugo svečias. Kiek metų mokytojo vaikams? 

Sprendimas. Jeigu surašytume visus 12 skaičiaus 72 skaidymo 
į 3 daugiklius variantų ir rastume dauginamųjų sumas, paaiškėtų, 
kad vienintelė suma, aptinkama 2 kartus, lygi 14: tai 14=2 +6 +6 ir 
14 = 3 + 3 + 8. Vadinasi, autobuso numeris turi būti 14 (kitaip uždavi- 
nio išspręsti negalima). Mokytojo pastaba reiškė, kad vienas jo sūnų yra 
vyresnis už kitus. 

Atsakymas. Vaikų amžius yra 3, 3 ir 8 metai. 


27 uždavinys. Koks laivo kapitono amžius, kiek jis turi vaikų 
ir koks jo laivo ilgis, jeigu žinoma, kad skaičius 32118 yra 3 ieško- 
mų skaičių sandauga? Laivo ilgis skaičiuojamas pėdomis, kapitonas 
turi ne mažiau kaip 2 sūnus ir dukteris, о jam pačiam, žinoma, dau- 
giau metų negu vaikams, bet dar nėra 100 metų. 

Sprendimas. Išskaidykime skaičių 32118 į paprastus daugiklius: 
2.3.53. 101. Šį skaičių galima išskaidyti į 3 daugiklių sandaugą 6 
būdais, kurie skiriasi nuo vieneto: 6 · 53 · 101; 3 · 101 · 106; 3 · 53 - 202; 
2. 101 - 159; 2 - 53 - 303; 2-3 - 5353. Tik pirmajame trejete 2 daugik- 
liai yra skaičiai tarp 4 ir 100. Vadinasi, kapitonas turi 6 vaikus, jam 53 
metai, o jo laivo ilgis 101 pėda. 

Atsakymas. 53; 6; 101. 
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28 uždavinys. Pievelėje stovi 12 baltai ir raudonai nudažytų name- 
lių, kuriuose gyvena 12 nykštukų. Kiekvienas nykštukas turi nelygi- 
nį skaičių draugų. Sausio mėnesį pirmasis nykštukas dažo savo namelį 
tokia spalva, kokia yra nudažyti daugumos jo draugų nameliai. Vasario 
mėnesį tą patį daro antrasis nykštukas (pagal laikrodžio rodyklę), kovo 
mėnesį — trečiasis ir t. t. Įrodykite, kad ateis toks laikas, kada kiekvienas 
namelis bus perdažomas tokia pačia spalva. 

Sprendimas. Išnagrinėkime nykštukų — draugų porų, kurių nameliai 
skirtingų spalvų, skaičių. Jų skaičius kiekvieną mėnesį nedidėja: 
jei vienas iš nykštukų dažo savo namelį ta pačia spalva, kokia buvo 
anksčiau, tai tas skaičius išlieka; tačiau jei jis nudažys namelį kito- 
kia spalva, tai jis mažėja. Bet tai natūralusis skaičius ir jis negali vi- 
są laiką mažėti. Vadinasi, nuo tam tikro momento jis nesikeis ir 
kiekvienas nykštukas dažys savo namelį tokia pačia spalva. 

Pastaba. Šio uždavinio sprendimas paremtas tokiu metodu: reikia 
rasti dydį, kuris, atsižvelgiant į uždavinio sąlygą, išlieka arba mažėja 
(šiame uždavinyje — tai draugų porų, gyvenančių skirtingų spalvų na- 
meliuose, skaičius). Šis metodas dažnai padeda išsiaiškinti, kas vyksta 
daug kartų kartojant tą ar kitą veiksmą su tam tikra aibe. 


29 uždavinys. Keliais būdais galima pertvarkyti aibę 1, 2, 3, ..., 27 
taip, kad kiekvienas lyginis skaičius turėtų lyginį numerį? 

Sprendimas. Iš visų 27 skaičių lyginius numerius turi n vietų. 
Lyginius skaičius jose galima išdėstyti м! būdais. Kiekvieną iš šių и! 
būdų atitinka zn! būdų išdėstyti nelyginius skaičius vietose su nelyginiais 
numeriais. Todėl bendras nurodyto tipo perstatymų skaičius pagal 
kombinatorinės daugybos taisyklę lygus n! · n! 

Atsakymas. (n). 


30 uždavinys. Vienas žmogus kas mėnesį užsirašinėjo savo pajamas 
ir išlaidas. Ar gali būti taip, kad per bet kuriuos 5 mėnesius 1$ eilės jo 
bendros išlaidos viršijo pajamas, о per visus metus jo pajamos viršijo 
išlaidas? 

Sprendimas. Taip gali būti. Pavyzdžiui, tokia pajamų (su pliusu) ir 
išlaidų (su minusu) seka, išreikšta sąlyginiais vienetais: 2; 2; 2; 2; —9; 2; 
2; 2; 2; -9; 2; 2. Bet kurių 5 iš eilės sekos skaičių suma lygi —1, o visų 
skaičių suma (per metus) lygi 2. 
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Atsakymas. Gali. 

Pastaba. Tarkime, eilutėje yra n skaičių іг bet kurių šalia esančių 
k skaičių suma yra neigiama. Ar tuomet visų eilutės skaičių suma gali 
būti teigiama? 

Atsakymas toks: jei n dalijasi iš k, tuomet taip negali būti, o jeigu n 
nesidalija iš k, tuomet gali. Spręstame uždavinyje и = 12, k= 5. 


31 uždavinys. 15 šalių prezidentai vienas kitam gimimo dienos 
proga išsiuntė po tortą su tiek žvakučių, kiek sukaktuvininkui metų. 
Ar gali būti taip, kad bendra visų žvakučių suma lygi 20077 

Sprendimai. 

a) Kiekvienas prezidentas gavo 14 tortų su vienodu žvaku- 
čių skaičiumi. Todėl kiekvieno iš prezidentų, taigi ir jų visų, gautų 
žvakučių skaičius turi dalytis iš 14. Bet 2007 — nelyginis skaičius ir 
nesidalija iš 14. 

b) Kiekvienas prezidentas išsiuntė 14 tortų. Iš viso buvo išsiųsta 
15 · 14 = 210 tortų. Jeigu ant jų būtų 2007 žvakučių, tai kai kurių tor- 
to gavėjų amžius būtų netinkamas prezidentui: jei ir sutiktume, kad ant 
tortų buvo po 10 žvakučių, tai vis tiek prireiktų 2100 žvakučių. 


32 uždavinys. Ar galima ant plokštumos išdėlioti 25 vienodas 
monetas taip, kad kiekviena liestųsi su 3 kitomis? 

Sprendimas. Ant kiekvienos monetos krašto pažymėkime 3 taškus, 
kuriais ji liečiasi su kitomis 3 monetomis. Tarkime, kad mums pavyko 
išdėlioti 25 monetas nurodytu būdu. Dviem būdais suskaičiuoki- 
me pažymėtų taškų skaičių. Viena vertus, šių taškų skaičius turėtų bū- 
ti lyginis, nes šie taškai monetų lietimosi vietose pasidalija į poras. 
Kita vertus, pažymėtų taškų skaičius turėtų būti nelyginis, nes yra ly- 
gus 25 · 3 = 75. Šis prieštaravimas reiškia, kad taip išdėstyti monetų 
negalima. 

Atsakymas. Negalima. 

Pastabos. 

1. Jei vienodų monetų skaičius lygus 4n, п 24, п e N „tai uždavinyje 
nurodytas išdėstymas galimas. 

2. 1953 metais buvo įrodyta, kad erdvėje prie rutulio galima pri- 
glausti ne daugiau kaip 12 tokių pat rutulių. 


Loginiai uždaviniai 21 


33 uždavinys. 

a) Į parduotuvę atvežė 2 spalvų ir 2 modelių suknelių. Įrodykite, 
kad vitrinoje galima pakabinti 2 skirtingų spalvų ir modelių sukneles. 

b) Į parduotuvę atvežė 3 spalvų ir 3 modelių suknelių. Ar galima 
išrinkti ir vitrinoje pakabinti 3 skirtingų spalvų ir modelių sukneles? 

Sprendimai. 

a) Pažymėkime spalvas S, ir S,, o modelius / ir F,. Sudaryki- 
me lentelę pagal nurodytą pavyzdį ir užpildykime jos langelius ele- 
mentais a, kur і – spalvos numeris (1 arba 2), o j – modelio numeris 
(1 arba 2). 


Jei tokios spalvos ir modelio suknelė yra, langelyje įrašysime ženk- 
1а +. Pagal uždavinio prasmę kiekvienoje eilutėje ir stulpelyje turė- 
tų būti bent vieną kartą įrašytas pliusas, kuris reiškia, kad tokios spal- 
vos ir modelio suknelė yra. Jei, pavyzdžiui, langelyje a,, parašysime +, 
tai langelyje a,, taip pat turi būti +, vadinasi, sukneles išrinkti nurody- 
tu būdu galima. Jei pliusą įrašysime langelyje а, , tai langelyje a,, taip 
pat turės būti +, tai yra sukneles galima išrinkti ir šiuo atveju. 

b) Uždavinį spręsime tuo pačiu būdu, tiktai dabar i ir j turės reikš- 
mes 1, 2, 3. Ir šiuo atveju kiekvienoje eilutėje ir stulpelyje turi būti 
įrašytas bent vienas pliusas, kitaip reikš, kad tokios spalvos ar mode- 
lio suknelės parduotuvėje iš viso nėra. 


Bent viename iš langelių a,,, a,,, а, turi būti įrašytas pliusas. Tar- 
kime, tai bus langelis a,,. Tada antroji eilutė ir pirmasis stulpelis dau- 
giau nepildomi, lieka dvi eilutės (pirmoji ir trečioji) ir du stulpeliai 
(antrasis ir trečiasis). Taigi uždavinio sprendimas iš principo tapo toks 
pats kaip ir a) atveju. O pirmojo varianto atsakymas buvo teigiamas. 
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Analogišką rezultatą gautume pirmiausia užpildę langelius а, ar- 
ba a,,. Taigi parinkti sukneles pagal uždavinyje pateiktas sąlygas bus 
galima. 

Pastaba. Pasinaudodami matematinės indukcijos metodu šį užda- 
vinį galime apibendrinti z spalvų ir z modelių atveju. 


34 uždavinys. Mokytojas liepė mokiniams nubrėžti apskritimą, nu- 
braižyti kvadratą ir trikampį ir suskaičiuoti visus galimus tų figūrų 
sankirtos taškus. Kiek daugiausiai gali būti sankirtos taškų? 

Atsakymas. 20. 


35 uždavinys. Mokytojas liepė mokiniams nubrėžti 2 apskritimus 
ir 3 tieses ir suskaičiuoti visus galimus tų linijų sankirtos taškus. Kiek 
daugiausiai sankirtos taškų gali būti brėžinyje? 

Atsakymas. 17. 


36 uždavinys. Iš skaičių 1, 2, 3 ir 4 be pasikartojimų buvo sudaryti 
visi galimi keturženkliai skaičiai. Kokia jų suma? 

Sprendimas. Iš viso yra 4! = 24 tokie skaičiai. Kiekvienas skaitmuo 
keturženkliuose skaičiuose pasikartoja 3! = 6 kartus. Tų skaičių suma 
lygi (6 · 10) · 1000 + (6 · 10) · 100 + (6 · 10) · 10 + (6 · 10) = 66 660. 

Atsakymas. 66 660. 


37 uždavinys. 1,5 katės suėda 1,5 pelės per 1,5 valandos. Kiek 
pelių suės 15 kačių per 15 valandų? 

Sprendimas. 1,5 katės per 1,5 valandos suės 1,5 pelės; 3 katės per 
1,5 valandos suės 3 peles; 3 katės per 3 valandas suės 6 peles; 15 kačių 
per 3 valandas suės 30 pelių; 15 kačių per 15 valandų suės 150 pelių. 

Atsakymas. 150 pelių. 


38 uždavinys. 

a) Į elektros tinklą reikia įjungti šviestuvą su 7 lemputėmis taip, kad 
būtų galima uždegti bet kokį skaičių lempučių nuo 1 iki 7. Ar galima 
taip padaryti, jei yra tiktai 3 jungikliai? 
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b) Užduotis tokia pati, tiktai reikia įjungti šviestuvą su 8 Іет- 
putėmis. 

Sprendimai. 

a) Jungiklis yra arba įjungtas (pažymėkime skaičiumi 1), arba iš- 
jungtas (pažymėkime skaičiumi 0). Taigi 3 jungikliai gali būti 2° = 8 
padėčių. Įrašykime jas lentelėje, kur I, II, III — jungiklių numeriai, o 
skaičiai 1, 2, ..., 8 — jungiklių padėties tvarka. 


аара ао асва) 


Kai jungikliai yra pirmose septyniose padėtyse, galima įjungti bet 
kurią iš 7 lempučių. Uždavinio sąlygą tenkina toks sujungimas: prie pir- 
mojo jungiklio jungiama 1 lemputė, prie antrojo — 2, prie trečiojo — 4. 

b) Vienoje iš jungiklių padėčių variantų visi jungikliai yra išjungti 
(0 0 0). Taigi įjungti 8 lempučių negalima. 

Atsakymai. a) Taip; b) Ne. 


2. Tekstiniai uždaviniai 


39 uždavinys. Iš miestų 4 ir B, tarp kurių yra 180 kilometrų, vie- 
nu metu priešpriešiais pajudėjo 2 traukiniai. Jiems susitikus traukinys, 
išvažiavęs iš miesto А, atvyko į miestą В per 2 val., o kitas traukinys į 
miestą А atvyko per 4 val. 30 min. Apskaičiuokite kiekvieno traukinio 
greitį. 

Nuoroda. Jei x ir y — traukinių greičiai, о / — traukinių judėjimo lai- 
kas iki susitikimo, tai о + ty = 180; 7 =2 Э. 


Atsakymas. 36 km/h; 24 km/h. 


IX _ 
TY. 


40 uždavinys. Brigada gamybinę užduotį įvykdydavo 98 Yo. Padi- 
dinus kiekvieno darbininko išdirbį эб buvo galima 3 žmonėms paskirti 


kitus darbus, о užduotį įvykdyti 132 %. Kiek žmonių buvo brigadoje? 


Nuoroda. Jei x — darbininkų skaičius, у — pradinis kiekvieno darbi- 


ninko išdirbis, tai ху = 98; (x — 3) · (y + ка + 100) = 132. 


Atsakymas. 14 žmonių. 


41 uždavinys. Siuvykla planavo per tam tikrą laiką pasiūti 160 
kostiumų. Priėmus dar 2 siuvėjas užsakymas buvo atliktas 4 dieno- 
mis anksčiau. Kiek dienų buvo planuota dirbti iš pradžių? (Visi dydžiai 
išreiškiami sveikaisiais skaičiais.) 

Sprendimas. Tarkime, kad x — dienų skaičius, y — siuvėjos vienos die- 
nos išdirbis, z — siuvėjų skaičius. 

Tada xyz = 160 ir (x — 4) : y: (2+ 2) = 160; 

xyz = (x — 4) ` y : (z + 2); 

-2+2 -4+4 _z+2, 


= Я š x 
xz = (x — 4) (2+2); 774 z ° х= 4 z ° 


SS E 
x— 4 


x'x-4 z 
Vadinasi, x — lyginis skaičius ir 4 < x < 20, kadangi x — 4 > 0, kai 
х > 20, xyz > 160. 


1+ 
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Taigi jei z = 1-4, įsitikinsime, kad xyz = 160, kai: 
1)x=8,y=10,z= 2; 

2x=20,y=1,z=8. 

Atsakymas. 8 dienos; 20 dienų. 


42 uždavinys. Padidinus bilietų kainas 40 Yo, autobusų parko pel- 
nas išaugo 26 Vo. Keliais procentais sumažėjo keleivių skaičius? 

Sprendimas. Jei iš pradžių buvo x keleivių, o bilieto kaina y, tai 
gaunamos pajamos buvo ху. Kai bilieto kaina pakilo 1,4 у, pajamos 


tapo xy : 1,26, o keleivių sumažėjo 2059 = (0,9 x. 


Atsakymas. 10 %. 


43 uždavinys. Man dvigubai daugiau metų, negu jums buvo 
tada, kai man buvo tiek metų, kiek jums yra dabar. Kai jums bus tiek 
metų, kiek man yra dabar, mums abiem kartu bus 63 metai. Kiek metų 
kiekvienam iš mūsų? 

Sprendimas. Jaunesniajam x metų, vyresniajam x + y. 


x + у=2(х — y), 
Tada ‚йө >) х= 21; у= 28. 
x + y + x + 2у = 63х. 


Atsakymas. 21 ir 28 metai. 


44 uždavinys. Jonui ir Stepui kartu sudėjus 63 metai. Jonui dukart 
daugiau metų, negu Stepui buvo tada, kai Jonui buvo tiek metų, kiek 
dabar yra Stepui. Kokio amžiaus kiekvienas iš jų yra dabar? 

Atsakymas. Stepui 27, Jonui 36 metai. 


45 uždavinys. Viename metalo lydinyje yra 20 % vario, kita- 
me — 30 %. Išlydžius šiuos metalo gabalus buvo gautas 10 kg lydi- 
nys, kuriame yra 27 Yo vario. Sužinokite, kiek atskirai svėrė abu meta- 
lo lydinio gabalai. 

Nuorodos. Pirmiausia pateiksime keletą patarimų, kaip spręsti už- 
davinius, kuriuose minimi lydiniai, tirpalai, mišiniai ir pan. 
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Jei lydinį (tirpalą, mišinį) sudaro 2 medžiagos, jas galime pažymėti 


: К * Я 5; ma Е К 
А B. Jų masę įvardysime m, ir ть, o koncentraciją im K. ir 

B _ . ЕДЕ ú es: де 
ЖО, К. Galime pateikti ir procentinę medžiagos kiekio lydinyje 
išraišką: Р = 100 K, ir P,= 100 К. Tada K, + K, = 1,0 P, + P. = 100. 
Jei lydinio masė m, tai jį sudarančių medžiagų masė m, = K, © m 


(arba m, = я ` m) ir m, = K, m (arba m, = = © m). 

Jei lydiniai, kurių masė m, ir m,, medžiagos А koncentracija K., ir 
K.,, medžiagos B koncentracija K „ir K, , išlydomi drauge, atsiranda 
naujas lydinys. Jo masė m, o medžiagų А ir B koncentracija К, ir К. 
Beje, m=m + m,; K , ° m + K,, ` m, = K, ` m; ksm + K,, ' m, = 
=K, m. 

Kartais tokio tipo uždaviniuose gali būti paminėta ne masė, o me- 
džiagų tūris. 

Sprendimas. Lydinių masė х, ir (10 — х), . Tada 20x + 30(10 —x) = 
=27-10;x=3. 

Atsakymas. 3 kg ir 7 kg. 


46 uždavinys. 500 kg celiuliozės yra 85 Yo vandens. Kiek vandens 
reikėtų išgarinti, kad pagamintume tokią celiuliozę, kurioje yra 75 Yo 
vandens? 

Sprendimas. Vandens, kurį reikia išgarinti, masė x kg. Tada 
85 · 500 — 100 - x = 75(500 – x); x = 200. 

Atsakymas. 200 kg. 


47 uždavinys. Metalo lydinyje yra sidabro ir vario. Jei šį metalą 
išlydytume kartu su 3 kg gryno sidabro, naujajame lydinyje būtų 
90 % sidabro. O jei tą patį metalą išlydytume kartu su 2 kg kito metalo, 
kuriame yra 90 Yo sidabro, naujajame lydinyje būtų 84 % sidabro. 
Kiek sveria sidabro ir vario lydinys? Kiek procentų sidabro yra šiame 
lydinyje? 

Sprendimas. Lydinio masė у kg, sidabras sudaro x %. 

ху + 100-3 = 90 · (у + 3); x = 80 

ху + 90:2 = 84 · (у + 2); у= 3 

Atsakymas. 3 Ко; 80 %. 
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48 uždavinys. Dviejuose lydiniuose yra skirtingas kiekis nikelio. 
Lydinių masė a kg ir Ь kg. Nuo kiekvieno lydinio atpjaunama po 
vienodai sveriantį gabalėlį ir sulydoma su kito lydinio likučiu. Tada 
abiejuose naujuose lydiniuose susidaro vienoda nikelio koncentracija. 
Kokios masės gabalėliai buvo atpjauti nuo abiejų lydinių? 

Sprendimas. Viename lydinyje nikelio koncentracija х, kitame x,, 
о nuo abiejų buvo atpjauta po y kg sveriantį gabalėlį. 

x (a — y) + љу = ax, 


Tada | 
X: y + x, (b — y)= bx. 


Pirmąją lygtį padauginkime iš b, antrąją iš (-a) ir jas sudėkime: 


bx (a — y) + bxy — ax y — ax,(b — y) = 0; 


== . к L ab 
(х, = х): (ay + by — ab) = 0, o kadangi x, = x,, tai y = 2 
ab 
Atsakymas. TEN kg. 


49 uždavinys. Koks gali būti mažiausias matematikos būrelio 
narių skaičius, jei žinoma, kad merginos sudaro mažiau kaip 50 %, 
bet daugiau kaip 40 %? 

Sprendimas. Tarkime, būrelį lanko n narių, iš jų m merginų. 
Reikia rasti mažiausią natūralųjį n, kad su natūraliuoju m sudarytų 


š < Е < 2. Suteikdami n reikšmes 2, 3, 4, ... ir turėdami galvoje, kad 


m < п, suskaičiuosime, kad nelygybę atitinka trupmena 3. Vadinasi, 


mažiausia galima и reikšmė yra 7. 
Atsakymas. 7 žmonės. 


50 uždavinys. Viename mišinyje yra А ir B medžiagų, kurių ma- 
sės santykis m, : m, = 3 : 5; kitame — B ir C, kurių masės santykis 
ть: т = 1 : 2; o trečiame — А ir C medžiagų, kurių masės santykis 
т: m = 2 : 3. Sumaišius jų m, kg, m, kg ir m, kg išeitų naujas mišinys, 
kuriame medžiagų masės santykis būtų m, : m, : т. = 3 : 5 : 2. 
Apskaičiuokite m, : m, : m,. 


-m+ 0: m+ š Ж. ч 
Sprendimas. 


ooun oju 
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Išsprendę lygtis gausime: 2 = 20, а = 2, 
Todėl m, :m,:m, = 20:2: 1=20:6:3. 


Atsakymas. 20 : 6 : 3. 


51 uždavinys. Inde buvo V litrų a % koncentracijos druskos rūgš- 
ties tirpalo. Vėliau buvo nupilta b litrų tirpalo ir pripilta tiek pat vandens. 
Kokia būtų tirpalo koncentracija, jei tai pakartotume и kartų? Kiek 
kartų tokiu būdu atskiedus tirpalą rūgšties liktų mažiau negu vandens, 
jei V= 1001, b= 10 I, a = 80 %? 

Sprendimas. Po pirmojo perpylimo susidariusi rūgšties koncen- 


tracija — а. 


Tada а · Г-ар+0 реа,“ 
b 


Taigi a =a: = 

Rūgšties koncentracija tirpalą atskiedus z kartų būtų 

a =a, = b arba a, = a [V — b) ; 

Kai V = 100, a = 80, b = 10, а = 80 : (0,9y". 

Išspręskime nelygybę 80 · (0,9)" < 50. Mažiausias n būtų и = 5. 

Taigi jau penktąjį kartą atskiedus tirpalą rūgšties inde būtų mažiau 
negu vandens. 


Atsakymas. а =a. | L: 5 kartus. 


52 uždavinys. Iš 500 kg geležies rūdos buvo pašalinta 200 kg 
priemaišų, kuriose dar buvo 12,5 Yo geležies. Tada geležies koncentracija 
rūdoje išaugo iki 20 Yo. Kiek kilogramų geležies liko rūdoje? 

Atsakymas. 187,5 kg. 


53 uždavinys. Viename lydinyje vario ir alavo masės santykis 3 : 4, 
o kitame — 1 : 3. Juos abu sulydžius naujajame lydinyje vario ir alavo 
masės santykis tapo 1 : 2. Koks buvo abiejų lydinių masės santykis? 
Atsakymas. 7 : 8. 
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54 uždavinys. Jei sumaišytume 40 Yo druskos rūgšties tirpalą su 
60 % tirpalu ir įpiltume 5 kg vandens, gautume 20 % tirpalą. O jeigu 
vietoj vandens įpiltume 5 kg 80 % tirpalo, gautume 70 Yo rūgšties tir- 
pala. Kiek kilogramų 40 % ir 60 Yo rūgšties tirpalo reikėtų sumaišyti? 
Atsakymas. 1 kg; 2 kg. 


55 uždavinys. Iš indo, kuris pilnas 96 % druskos rūgšties tir- 
palo, buvo išpilta 2,5 litrų ir įpilta 2,5 litrų 80 Yo rūgšties tirpalo. 
Tai padarius dar kartą, rūgšties koncentracija tirpale tapo 89 %. 
Kokia indo talpa? 


Nuoroda. Tegul x - ieškomas tūris. Tada 


0,96-(+-25)+2- 2904-29) + 2.5 + 2-089x. 


Atsakymas. 10 litrų. 


56 uždavinys. Viename vario ir cinko lydinio gabale vario yra p Yo, 
o kitame —q Yo. Koks turėtų būti tų lydinių masės santykis, kad sulydžius 
juos būtų r Yo vario? 

Sprendimas. Jei vieno gabalo masė x kg, o kito y kg, tai 


х=х: 100 (kg vario) + x · (1 — 750) (kg cinko); 


y=y: T (kg vario) + y ` (i — 27) (kg cinko). 

Sulydžius kartu bus [x тб +y "A kg vario, o lydinio masė 
(x +y) kg. 

Taigi tada vario ska bus 


X 100 f 00 _ r ‚= Px + qy 


x +y 100° x+y ` 
Šioje lygtyje 2 nežinomieji — x ir y, todėl jų abiejų reikšmių suži- 


noti negalime. Bet tai ir nebūtina, pakaks išsiaiškinti jų santykį: 


x: (P-r)=y-(r-4). 
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Panagrinėkime kelis atvejus: 

1) Tegul p =r =q. Tadax-0=y- 0. Taigi sulydyti galima neapibrėž- 
tą kiekį pirmojo ir antrojo lydinio; 

2) Tegulp=r>*4;x-0=y- (н а). Šiuo atveju y = 0 ir x — bet koks, 
t. y. antrojo lydinio gali ir nebūti; 


r x 
p-r 
Kitu atveju > būtų neigiamas, bet tai neturėtų prasmės. 
Atsakymas, < = — 7 
ymas y Pr 


57 uždavinys. Suskaičiuokite, kiek procentų spirito būtų tirpale, jei 
sumaišytume 5 litrus 20 % ir 6 litrus 35 % spirito tirpalo. 
Sprendimas. Pirmajame tirpale būtų 0,2 · 5 = 1 litras spirito, o ant- 
гајате 0,35 : 6 = 2,1 litrai. Juos sumaišius bendras spirito kiekis nepa- 
sikeistų, o tirpalo kiekis būtų 5 + 6= 11 litrų. 
1+ 2А Al 
11° 110` 


Naujajame tirpale spirito koncentracija x = 
Tai būtų 25 ` 100% = 310 % = 282 %. 


Atsakymas. 282 %. 


Pastaba. Jei uždavinio sąlygoje nenurodoma, kokiu tikslumu skai- 
čiuoti, atsakyme reikia nurodyti tikslų skaičių. 


58 uždavinys. Nuo dviejų metalo lydinio gabalų, kurių masė m kg 
ir п kg ir kuriuose yra nevienodas kiekis (procentais) vario, atpjauta po 
tokios pat masės gabalą. Juos sukeitus vietomis ir vėl sulydžius vario 
koncentracija abiejuose lydiniuose tapo vienoda. Kokia atpjautų gabalų 
masė? 

Sprendimas. Atpjauto gabalo masė — x, vario koncentracija pir- 
majame ir antrajame lydinyje — р ir g. Taigi pirmajame lydinio 
gabale liktų (m — x) : p kg vario, antrajame (n – x) : g kg vario. Perly- 
džius metalą pirmajame lydinyje būtų (m — x) p + xq kg vario, o antraja- 
те (л —х) 9 + хр kg vario. Kadangi vario koncentracija jau būtų vienoda, 
tai, 

(m — х)р + xq _ (n — x)q + xp. 

m n d 
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тпр — xn(p — q) = mną + xm(p — q); тп(р – q) = хр – q)(m + п). 


; _ _mn 
Kadangi p + q, x = HEN 
mn 
Atsakymas. mEn 


59 uždavinys. Į V litrų talpos indą buvo pripilta p % druskos tirpalo. 
Tada iš indo n kartų buvo išpilta po a litrų tirpalo ir pripilta po a litrų 
vandens. Kokia bus galutinė druskos koncentracija tirpale pakartojus šį 
veiksmą и kartų? 


pV 


Sprendimas. Pirminis druskos kiekis tirpale — 100 


. Išpylus a lit- 
rų tirpalo, druskos lieka 


Druskos koncentracija pripylus a litrų vandens 
= „D . — a 
eo =y) 
Dar kartą išpylus a litrų tirpalo (jau C, koncentracijos), tirpale liko 


E) 


druskos, o pripylus dar vandens druskos koncentracija tapo 
2 
=P ež 
G = 5). 
Po n perpylimu druskos koncentracija tirpale bütu 
= Ë. y. y 
С,= ту 01-9). 


Atsakymas. тб i (1 - а 


„ 


60 uždavinys. Iš indo buvo išpilta tiek spirito tirpalo, kiek tame 
tirpale buvo gryno spirito, ir įpilta tiek gryno spirito, kiek tirpale buvo 
likę vandens. Įrodykite, kad tirpale gryno spirito susidarė tiek pat, kiek 
iš pat pradžių buvo vandens. 

Sprendimas. Tarkime, kad inde buvo m gramų gryno spirito ir 
n gramų vandens. 
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Visame m gramų tirpale gryno spirito buvo 
2 
т т п 2 тп 
m+n m+n O Vandens M L m+n 


Nupylus inde liko n — rE т gramų. 


gramų. 


Gryno spirito buvo pripilta tiek, kiek tirpale buvo likę vandens: 


n т 


m+n m+n’ 


n: 


Taigi tirpale susidarė 
m — 


т п 22 а: Я. 
Р ЗУТ: + m 4n " gramų gryno spirito. 


Tai ir reikėjo įrodyti. 


61 uždavinys. Kiekviename iš dviejų indų yra po a litrų vandens. Iš 


pirmojo indo perpilama 1 ten esančio vandens į antrąjį, tada iš antrojo 


perpilama 1 vandens į pirmąjį, tada iš pirmojo indo perpilama 5 ten 


likusio vandens į antrąjį ir t. t. Kiek vandens bus kiekviename inde 100 
kartų perpylus vandenį? 

Sprendimas. Įrodykime, kad po kiekvieno antrojo perpylimo van- 
dens kiekis induose nesikeičia. Kai į indą su m litrų vandens pripilama 


L dalis vandens iš kito indo, vandens kiekis pirmajame inde tampa 


k 
o sep 6: ши Ег 
т+ут=т k litrų. 
Kai iš indo nupilama r dalis vandens, jame lieka 
tlf kl. = AL - 14) 

4: C E J RRI ME k+l 

о. +1 k a: 
m Т Kri m litrų vandens. 


Kadangi 100 perpylimų — tai dviejų perpylimo veiksmų pakartojimas 
50 kartų, tai kiekviename inde bus po a litrų vandens, kiek jų ir buvo 
induose iš pradžių. 

Atsakymas. Po a litrų. 
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62 uždavinys. 8 litrų talpos indas pripildytas deguonies ir azoto 
mišinio. Deguonis sudaro 16 Yo indo tūrio. Iš indo 2 kartus išleidžiama 
šiek tiek mišinio ir įleidžiama azoto. Deguonies liko 9 Yo. Kiek litrų 
mišinio kiekvieną kartą buvo išleidžiama iš indo? 

Sprendimas. Kiekvieną kartą buvo išleidžiama x litrų mišinio ir 
įleidžiama x litrų azoto. Po pirmojo karto inde liko (8 — x) : 0,16 litrų 
deguonies, kuris ištirpo 8 litruose mišinio (prileidus azoto). Deguonies 


koncentracija 
(8 — x): 0,16 
8 


=(8—x)- 0,02. 
Po antrojo karto inde liko (8 — x) litrai mišinio, kuriame deguonies 
koncentracija (8 — x) : 0,02. Liko (8 — x) : (8 — x) : 0,02 litrai deguonies, 


ištirpusio 8 litruose mišinio (antrą kartą prileidus azoto). 


Deguonies koncentracija кык шш, tai sudaro 
6002-1004. 

Užrašykime lygtį 

62) 002 100=9. 


Tada x, = 2, х, = 14, kur х, — pašalinė šaknis, nes iš 8 litrų talpos 
indo negalima išleisti 14 litrų. Vadinasi, kiekvieną kartą iš indo buvo 
išleidžiama po 2 litrus mišinio. 

Atsakymas. Po 2 litrus. 


63 uždavinys. Į talpą, kurioje buvo 10 litrų nežinomos temperatūros 
vandens, buvo įpilti 6 litrai 15° С temperatūros vandens. Vandeniui 
susimaišius jo temperatūra pasikeitė ir tapo tarp 30° С ir 40° С. Kokia 
buvo pradinė vandens temperatūra? 

Sprendimas. О – šilumos kiekis, būtinas, kad temperatūra pakiltų 
nuo /, iki £; medžiagos savitoji šiluma Q = cm(t, — 1); vandens tankis 
q = 1000 kg/m’. 
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Pagal uždavinio sąlygą 
V = 10 dm = 10 : 10° m; V, = 6 dm’ = 6 - 102 mš; 
t = 15°C; 30° C < < 40° С. 
Reikia apskaičiuoti £,- 
m, =q: V, = 1000 kg/m? · 10 · 10° m° = 10 kg; 
m, =q: у = 1000 kg/m? · 6 ·10° т? = 6 kg. 
Vieno kūno išskirtos šilumos kiekis pereina į kitą kūną, todėl 
Q + Q, = 0 (šilumos balanso lygtis). 
Užrašykime šilumos balanso lygtį: 
cm. (t-t) + cm, : (t — t>) = 0; 


} = mt + m(t — t). , = 10- t + 67 — 15) 


xO m 01 10 
Jeigu += 30° С, tai г, = 201900 — 15) Z 39°C, 
Jeigu г = 40° C, tai т = = 10-40 + ©Чо— 15) = 55° С. 


t tiesiogiai proporcingai priklauso nuo /,,. Taigi kad vandens tem- 
peratūra būtų nuo 30° С iki 40° С, 10 litrų vandens temperatūra turėjo 
būti nuo 39° C iki 55° С. 

Atsakymas. Nuo 39° C iki 55° С. 


64 uždavinys. Ratu laikrodžio rodyklės kryptimi surašyti natūra- 
lieji skaičiai nuo 1 iki z. Pradedant nuo 1 ir judant pagal laikrodžio 
rodyklę kas antras skaičius, t. y. 2, 4, 6 ir t. t., išbraukiamas. Skaičių vi- 
są laiką mažėja, kol lieka tik 1 skaičius. Nustatykite, koks tai skaičius, 
jei iš pradžių buvo užrašyti: 

a) n= 64 skaičiai; 

b) n = 2006 skaičiai. 

Sprendimai. 

a) Kai bus išbraukti 32 skaičiai, liks dar 32 skaičiai ir skaičiavimas 
vėl prasidės nuo 1. Kai bus išbraukti dar 16 skaičių, skaičiavimas vėl 
prasidės nuo 1. Braukdami skaičius toliau įsitikinsime, kad lieka 1. 

b) Kaip matyti iš ankstesniojo sprendimo, jei ratu surašyta 2" 
skaičių, m € N, tai skaičius, nuo kurio pradėjome skaičiuoti, liks iki 
galo. Surašę ratu 2006 skaičius išbrauksime juos kas antrą pradėda- 
mi nuo 1 ir sustosime tada, kai bus išbraukti 982 skaičiai. Tuomet rate 
liks 2006 — 982 = 1024 = 2” skaičių ir pirmasis iš likusiųjų bus skaičius 
2-982+ 1 = 1965. Jis ir liks iki galo. 
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Atsakymai. a) 1; b) 1965. 

Pastabos. 

1) Išspręskite uždavinį pasinaudodami dvejetaine skaičiuote: reikia 
užrašyti skaičių 7 dvejetaine sistema ir pirmąjį skaičių (vienetą) perkelti 
į galą. Gausime dvejetainę likusio skaičiaus išraišką. Įrodykite tai. 

Pavyzdžiai: 

a) 19 „= 10011, — 00111, =7 

b) 64 = 1000000, — 0000001, = 1; 

с) 1986, = 11111000010, — 11110000101, = 1925; 

d) 2006, „= 11111010110, — 11110101101, = 1965. 

2) Įrodykite, kad ieškomą skaičių k galima rasti pagal formulę 
k=(n-— 28) -2 + 1. 


65 uždavinys. Viena lydinį sudaro 2 metalai, kurių santykis 1 : 2, 
kitame lydinyje tų pačių metalų santykis 2 : 3. Iš kelių kiekvieno metalo 
dalių turėtų būti sulydytas naujas lydinys, kuriame tų pačių metalų 
santykis būtų 17 : 27? 

Sprendimas. Reikia x dalių pirmojo metalo ir y dalių antrojo. 
Naujajame lydinyje pirmojo metalo La + žy, о antrojo $x + žy. 
Pagal sąlygą 


1 2: РЕ 2 Эз ү. GE 
[Ex + Žo) (x+ žy) 17:27 
Ieškomų dalių santykis būtų z = > Tada 
(52 + 6):(102+9)=17:27;2= 2. 
Taigi naujajame lydinyje turėtų būti sulydytos 9 dalys pirmojo ir 35 
dalys antrojo metalo. 
Atsakymas. 9 dalys pirmojo ir 35 dalys antrojo metalo. 


66 uždavinys. Rašikliai parduotuvėje kainavo 50 centų, bet jų ma- 
žai pirko. Parduotuvė sumažino rašiklių kainą ir pardavė jų likutį už 
31,93 dolerio. Kiek buvo sumažinta rašiklių kaina? 

Sprendimas. Jei nauja rašiklių kaina x centų, x < 50, o parduotuvė 
pardavė y rašiklių, tai ху = 3193. Šio skaičiaus dalikliai yra skaičiai 
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1,31, 103, 3193. Kadangi x < 50, tai nauja rašiklių kaina yra arba 1 centas 
(tada buvo parduoti 3193 rašikliai jų kainą sumažinus 49 centais), arba 
31 centas (tada kaina buvo sumažinta 19 centų ir parduotuvė pardavė 
103 rašiklius). 

Atsakymas. 49 centais arba 19 centų. 


67 uždavinys. Kiek kartų per parą valandas ir minutes rodančios 
laikrodžio rodyklės būna statmenos? 

Sprendimas. Minutinė rodyklė sukasi 12 kartų greičiauuž valandinę, 
todėl jei valandinė rodyklė pasisuks x laipsnių kampu, minutinė rodyklė 
pasisuks 12x laipsnių kampu. Rodyklės bus statmenos, jei kampas tarp 
jų bus lygus (2k + 1) · 90°, kur k — sveikasis neneigiamas skaičius. 
Todėl 


0 
12х-х = (26+ 1): 90°, х= КЕ 90. 


Per parą valandinė rodyklė pasisuks 2 · 360° = 720°, taigi 
0° <х < 720°, (2k + 1) 20 <720°,0 <k <43. 

Vadinasi, laikrodžio rodyklės būna statmenos 44 kartus per parą. 
Atsakymas. 44 kartus. 


68 uždavinys. Eskalatorius pakelia Matą per 60 sekundžių. Stovinčiu 
eskalatoriumi jis užlipa per 90 sekundžių. Per kiek laiko Matas pasiek- 
tų viršų, jei liptų judančiu eskalatoriumi? 

Sprendimas. Jei v, - Mato greitis, v, — eskalatoriaus greitis, o s — eska- 
latoriaus ilgis, tai 

Kit = 1.36 

s's 90 60 

Atsakymas. Matas pasiektų viršų рег 36 sekundes. 


69 uždavinys. Pirmą dieną virusas sunaikino 4 kompiuterio laik- 


menoje buvusios informacijos. Antrą dieną sunaikino 4 darnesugadintos 
informacijos, trečią dieną sunaikino L likusios informacijos, o ketvirtą 


sunaikino š tos informacijos, kuri dar buvo išlikusi. Kuri informacijos 
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dalis liko nesugadinta po keturių dienų? 
Ча; Visa kompiuteryje buvusi informacija x. Pirmą dieną 


L z La ш] ў Ë 10 К 
liko 1 > x, antrą = XX 6x = x, trečią 3X 72х42 informacijos. 


Ketvirta diena liko — 1 4 - a =1 


s x informacijos. 


Atsakymas. 1. 


70 uždavinys. Svarstyklės bus pusiausviros ant vienos iš lėkščių 
uždėjus nedidelį svarstį. Ar galima naudotis tokiomis svarstyklėmis? 

Sprendimas. Pusiausvyros nebuvimą sukelia nevienodas (pakitęs) 
svertų 7, ir r, ilgis. Tarkime, r, > r,, m — svarsčio masė, M – sveriamo 
daikto masė, P, ir P, – jėgos, veikiančios abu svertus be svarsčio m ir 


В+ mg _ 
P 


daikto M. Kadangi jos suvienodintos Р, + mg, tai = 2. Pasverti 
1 


M masės daiktą bus galima, jeigu P, + mg + Mg ir P, + Mg bus lygios, 


P+ mg + Ме _ 5, 
taigi jei P+ Ме r 


netaisyklingoji trupmena = mažėja prie skaitiklio ir vardiklio pridėjus 


= Путя . Bet tokia lygybė neįmanoma: 
2 


БЕЛ. 


1 


teigiamą Mg. Galima svėrimo paklaida 2— 


Atsakymas. Negalima. 


71 uždavinys. Vienu metu iš vietovės А į vietovę B upe pasroviui 
išplaukė kateris ir pakrantės keliu išvažiavo sunkvežimis. Atvykę į vie- 
tovę B jie apsisuko ir išvyko į vietovę А. Kas sugrįš į vietovę A vėliau, 
jei sunkvežimio greitis yra toks, kokiu kateris plauktų stovinčiame 
vandenyje? 

Sprendimas. Tarkime, atstumas tarp vietovių АВ = s, v — sunkve- 
žimio greitis, и — upės srovės greitis. | is į vietovę B kateris 
z laiko. 


о sugrįždamas į vietovę А5 


м $ 
5064180 
gaso уусу, 


Palyginkime = + 


2 
5 5 25 у 
— + A =; 
v+u У-и У? y 
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у> 
у= и 
Atsakymas. Kateris. (Pastaba. Srovė labiau gaišina, nei padeda 
taupyti laiką.) 


Kadangi > > I, tai kateris sugrįš vėliau negu sunkvežimis. 


72 uždavinys. 3 traktoriai suaria lauką per 4 valandas. Pirmasis ir 
antrasis traktoriai tą patį lauką suaria per 6, o trečiasis — per 8 valandas. 
Kiek kartų didesnį plotą рег 1 valandą suaria antrasis traktorius už 
trečiąjį? 

Sprendimas. Tebūnie lauko plotas S ha, o traktorių darbo našumas 
x, y ir z. Šiuo atveju negalima patogumo dėlei lauko ploto prilyginti 1. 


$ $ 
х+у+=#, |х+у+2= 5, 
(х+у+ 2): 4= $, I 4 2 4 


= ES iS 
(x+y): 6=S, y=% x x= 2, 
+z): 8 = S; 
(x + 2) x=Š -z у= 5+4 
S S = Sy spa 
8-2) +(+) +:=8;2 127 
52565 S S S 3 3 


‚ Antrasis traktorius 


per 1 valandą suaria 1,5 karto didesnį plotą už trečiąjį. 
Atsakymas. 1,5 karto. 


73 uždavinys. Atsukus vandens čiaupą ir neužkimšus nuotėkų angos 
vonia prisipildo per 36 minutes. Jei anga užkemšama po 6 minučių, 
vonia prisipildo per 10 minučių. Per kiek minučių vonia būtų pilna, jei 
atsukus čiaupą nuotėkų anga jau būtų užkimšta? 

Sprendimas. Tarkime, kad vonios talpa lygi 1; x — vanduo (talpos 
dalis), pritekantis per 1 min.; у — vanduo (talpos dalis), ištekantis per 1 
min; ź — laikas, kurį turime sužinoti. 


36x — 36y = 1, 
36x — 36y = 1, 
бх — бу + 4x = 1, 
10х — Gy=1; 
t-x=l; 
24x = = =; 
X =, X 745 


dlas i 
r= a= 4,8 (min.). 


Atsakymas. Per 4 minutes 48 sekundes. 
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74 uždavinys. Darbo užmokestis buvo padidintas vieną kartą, o po 
kurio laiko — dar kartą. Tada jo santykis su pradiniu užmokesčiu tapo 
15. Keliais procentais užmokestis buvo padidintas pirmąjį kartą, jei 
antrąjį buvo padidintas 2 kartus daugiau už pirmąjį? 

Sprendimas. Pradinis darbo užmokestis 4 Lt pirmąjį kartą buvo 
padidintas x Yo. Jis tapo 


А, =4(1 + IL 


Padidinus antrąjį kartą, darbo užmokestis tapo 
2х 
4 Al + 5) AI + тв) (1 + 106) 
15 
Taigi A(1 + т): 1 + 25)= 34 х= 25 %. 
Atsakymas. 25 %. 


75 uždavinys. Iš taško А į tašką B pajudėjo vienas kūnas. Po / 
sekundžių iš А 1 B pajudėjo kitas kūnas, pasivijo pirmąjį ir sugrįžo atgal 
į tašką А tuo metu, kai pirmasis pasiekė tašką B. Koks pirmojo kūno 
judėjimo greitis, jei antrojo greitis — v, o atstumas tarp А ir B lygus d? 

Sprendimas. C – taškas, kuriame buvo pirmasis kūnas tuo metu, 
kai iš А pajudėjo antrasis kūnas, o D - taškas, kuriame antrasis prisivijo 
pirmąjį. Taigi CD = DB, o antrasis kūnas įveikė 2 · AD atstumą; 
x — pirmojo kūno judėjimo greitis. 


d — XI 
Tokiu atveju AC = xt, CB=d-xt: 24D =2(*t + 2 [кы 


d-t- d t xt, 
y „ 


х= 1. (—vt — d + /(d + уў+ 4avt). 
Atsakymas. 1 . (— vt — d + /(d + мў+ 4dvt) 


Užrašykime lygtį: 
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76 uždavinys. Nuplaukęs L kelio garlaivis 2 kartus padidino greitį 
ir į reikiamą vietą atvyko 1 valanda anksčiau, nei buvo numatyta. Kiek 
laiko plaukė garlaivis? 

Sprendimas. АС = СВ = S, v — garlaivio greitis AC atkarpoje. 


S S 
A у C 2V B 
РЕ LMTA Ti 
ш ш aa елы А ши: 


Taigi tic 7 2, tog = lrt 7 3 val. 


Atsakymas. Garlaivis plaukė 3 valandas. 


77 uždavinys. 3 žvejų grupės sugavo 113 žuvų. Kiekvienas I gru- 
pės žvejas sugavo po 13, kiekvienas II grupės — po 5, o kiekvienas III 
grupės žvejas — po 4 žuvis. Iš viso žvejojo 16 žmonių. Kiek jų buvo 
kiekvienoje grupėje? 

Sprendimas. I grupėje buvo x žvejų, II — y, Ш ~ z žvejų. 

Тадах+у+2 = 16 ir 13x + 5y + 42 = 113. 

Pirmąją lygtį padauginkime iš (4) ir sudėkime su antrąja: 

9x + y = 49; 9x = 49 - y. 

Kadangi x +y +2 = 16,taiy= 16-x-z< 16. 

Taigi 49 — y yra sveikasis skaičius, esantis tarp 33 ir 49 ir dalus iš 9. 
Galimi 2 atvejai: 9z = 36 arba 9x = 45. 

Pirmuoju atveju x = 4, y = 13, z = —1. O tai neatitinka uždavinio 
sąlygos. 

Antruoju atveju x = 5, y = 4,z = 7. 

Atsakymas. 5, 4 ir 7. 


78 uždavinys. Iš 100 moksleivių matematikos būrelį lanko 28, 
chemijos 30, fizikos 42 moksleiviai. Iš jų matematikos ir chemi- 
jos būrelius lanko 8 moksleiviai, matematikos ir fizikos 10 moksleivių, 
fizikos ir chemijos 5 moksleiviai, o 3 moksleiviai lanko visus 3 bū- 
relius. 
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Klausimai: a) kiek moksleivių nelanko būrelių; b) kiek moksleivių 
lanko tik 1 būrelį? 

Sprendimas. Užrašykime uždavinio sąlygas. 100 : 28M, 30CH, 
42F, 8МСН, 10MF, 5ЕСН, ЗМЕСН. Iš šio sąrašo šalinsime mokslei- 
vių grupes pradėdami nuo galo. 

97 : 25M, 27СН, 39F, 5МСН, 7MF, 2ЕСН; 

95 : 25M, 25CH, 37Е, 5МСН, 7МЕ; 

88 : 18M, 25СН, 30F, 5МСН; 

83 : 13M, 20СН, 30F. 

Tiktai 1 būrelį lanko 13 + 20 + 30 = 63 moksleiviai. Jokių būrelių 
nelanko 83 — 63 = 20 moksleivių. 

Atsakymai. a) 20; b) 63. 


79 uždavinys. Ant lentos užrašė visus natūraliuosius skaičius nuo 1 
iki 10 000 jų didėjimo tvarka, tada nutrynė tuos, kurie nesidalija iš 4 ir 
iš 11. Koks skaičius bus 2007 vietoje? 

Sprendimas. Jei nutrynė skaičius, kurie nesidalija nei iš 4, nei iš 
11, tai liko skaičiai, kurie dalijasi iš 4 ar 11. Tai bus skaičiai 4, 8, 11, 
12, 16, 20, 22, 24, 28, 32, 33, 36, 40, 44, 48 ir t. t. Šių skaičių dalybos 
iš 44 liekanos sudaro seką su periodu 14 (14 vietoje yra pirmasis 
skaičius, kuris dalijasi iš 44). Kadangi 2007 = 143 · 14 + 5, tai 2007 
skaičiumi šioje eilėje bus 5-asis 144 periodo skaičius, tai yra skaičius 
143 · 44 + 16 = 6308. 

Atsakymas. 6308. 


80 uždavinys. Yra grupė žmonių, kurioje kiekvienas žmogus turi 
pažįstamą. Įrodykite, kad šią grupę galima atskirti į dvi grupes taip, kad 
kiekvienas žmogus turėtų pažįstamą kitoje grupėje. 

Sprendimas. Vienam pasirinktam iš grupės žmogui skirkime 
numerį 1, o jo pažįstamam skirkime numerį 2. Iš likusių žmonių vi- 
siems, kurie turi pažįstamą su 2 numeriu, skirkime numerį 3 ir t. t. 
Jei taip skirstant paaiškėtų, kad likusieji žmonės neturi pažįstamo 
tarp gavusiųjų numerius žmonių, pasirinkime bet kurį iš jų ir, suteikę 
numerį 1, pakartokime procedūrą. Taip visi žmonės gaus numerius. 
Dabar sudarykime 2 grupes: vienoje bus visi žmonės, gavę nelygi- 
nius numerius, kitoje — lyginius. Gautas suskirstymas tenkina uždavinio 
sąlygą. 
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81 uždavinys. Kokių penkiaženklių skaičių yra daugiau: lyginių, 
kurių skaitmenų suma 36, ar nelyginių, kurių skaitmenų suma 387 

Sprendimas. Penkiaženklis skaičius, kurio skaitmenų suma 38, 
negali būti su nuliais: jei bus bent vienas nulis ir keturi devynetai, 
skaitmenų suma bus mažesnė už 38. Iš kiekvieno nelyginio skaičiaus, 
kurio skaitmenų suma 38, galima gauti lyginį skaičių, kurio skaitmenų 
suma 36: tam reikia du paskutinius jo skaitmenis sumažinti 1. Tuomet 
iš skirtingų nelyginių skaičių išeina skirtingi lyginiai skaičiai. Bet ne 
visus lyginius skaičius galima gauti iš nelyginių tokiu būdu. Pavyzdžiui, 
nėra tokio nelyginio skaičiaus, kurio skaičių suma 38, iš kurio tokių 
būdu gautume skaičių 99990, kurio skaitmenų suma lygi 36. Nustatėme 
vienareikšmę atitiktį tarp visų nelyginių penkiaženklių skaičių, kurių 
skaitmenų suma 38, ir tarp kai kurių, bet ne visų, lyginių penkiaženklių 
skaičių, kurių skaitmenų suma 36. Vadinasi, pastarųjų yra daugiau. 

Atsakymas. Lyginių skaičių, kurių skaitmenų suma 36, yra daugiau. 


82 uždavinys. Plokštumoje pažymėti 2007 taškai. Kai kurios poros 
taškų sujungtos atkarpomis. Taškai nuspalvinti 2 spalvomis. Kas minutę 
tie taškai, kurie yra sujungti su lyginiu skaičiumi tokios pat spalvos 
taškų, keičia savo spalvą. Įrodykite, kad taškai neįgaus savo pradinės 
spalvos praėjus nelyginiam skaičiui minučių. 

Sprendimas. Peržiūrėkime visas atkarpas, jungiančias vienos spal- 
vos taškus. Taškų skaičius, nuo kurių nubrėžtas nelyginis šių atkar- 
pų skaičius, visuomet lyginis. O būtent tokie taškai kas minutę nekeičia 
spalvos. Taigi kas minutę spalvos nekeičia lyginis taškų skaičius, o 
keičia nelyginis taškų skaičius. Vadinasi, per nelyginį skaičių minučių 
spalvą pakeičia nelyginis taškų skaičius. Po tokio pasikeitimo taškai 
negali įgauti savo pradinės spalvos. 


83 uždavinys. Automobilis su pilnu baku benzino gali apvažiuoti 
visą žiedinį plentą. Palei plentą yra keletas degalinių, kurių visų 
turimo benzino kiekio užtenka pripildyti pusę automobilio kuro bako. 
Įrodykite, kad ant plento bus tokia vieta, iš kurios automobilis su puse 
bako benzino galės apvažiuoti visą plentą bet kuria kryptimi, pakeliui 
papildydamas kuro atsargas degalinėse. 
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Sprendimas. Pažymėkime raudona atkarpa tokį atstumą nuo kiek- 
vienos degalinės, kokį galės nuvažiuoti automobilis, prisipylęs benzino 
į tuščią baką toje degalinėje ir judėdamas laikrodžio rodyklės kryptimi. 
Lygiai pusė plento bus pažymėta raudonai (pažymėtos raudonos atkar- 
pos tarp degalinių gali iš dalies dengti viena kitą). Likusią dalį plento 
pažymėkime juodai. Žymėdami automobilio važiavimo kryptį prieš laik- 
rodžio rodyklę viską atliksime taip pat, tik panaudosime mėlyną ir baltą 
(vietoj raudonos ir juodos) spalvas. Kadangi baltai ir juodai pažymėtų 
atkarpų ilgis yra viso plento 1lgis, tai šios atkarpos būtinai turės bendrą 
tašką. Pradėjus judėti nuo šio taško, su puse bako benzino galima 
apvažiuoti visą plentą ir laikrodžio rodyklės, ir priešinga kryptimi. 


84 uždavinys. Vieno natūraliojo skaičiaus dalybos iš 3, 6 ir 5 lieka- 
nų suma lygi 15. Raskite šio skaičiaus dalybos 1$ 18 liekaną. 

Sprendimas. Dalybos iš 3, 6 ir 9 liekanos neviršija atitinkamai 
2, 5 ir 8, tai yra neviršija 15. Vadinasi, nurodytas natūralusis skaičius 
n padalijus iš 3 turės liekaną 2, padalijus iš 6 liekaną 5, o padalijus 
iš 9 liekaną 8. Tai galima užrašyti n = 9 · m + 8, kur m € N. Jeigu 
т — lyginis skaičius, m = 2k, tai п = 18k + 8, k € N. Šiuo atveju 
n - lyginis skaičius, ir jį padalijus iš 6 dalybos liekana negali būti 
lygi 5 (jei z yra lyginis, lygybė z = 6/ + 5 neturi sprendimo natūraliai- 
siais skaičiais). 

Jei т — nelyginis skaičius, m = 2k + 1, tada 

n=9-(2k+1) +8 = 18k+ 17. 
Šio skaičiaus dalybos iš 18 liekana yra 17. 

Atsakymas. 17. 


85 uždavinys. 100 piratų nešė į krantą skrynias su brangenybėmis. 
Kiekvieną skrynią nešė 7 piratai. Kapitonas mano, kad piratai užsidirbo 
po lygiai, nes kiekvienas dalyvavo pernešant 65 skrynias. Įrodykite, 
kad kapitonas klysta. 

Sprendimas. Jei kapitonas mokėtų kiekvienam piratui už dalyva- 
vimą pernešant 1 skrynią po auksinę monetą, tai, jo apskaičiavimu, visas 
pernešimas kainuotų 6500 monetų. Už 1 skrynios pernešimą reikėtų 
mokėti 7 monetas, todėl monetų skaičius turėtų būti 7 kartus didesnis 
už skrynių skaičių. Bet 6500 nesidalija iš 7. Kapitonas klydo. 
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86 uždavinys. Mūšyje dalyvavo Mėlynųjų ir Žaliųjų armijos, 
kuriose buvo po 1000 žmonių. Pirmiausia iššovė Žaliųjų armijos ka- 
riai, paskui iššovė likę gyvi Mėlynųjų armijos kariai. Įrodykite, kad 
po šių šūvių gyvi liko ne mažiau kaip 1000 karių. 

Sprendimas. Jei liko x gyvų Mėlynųjų armijos karių, tai jie savo 
šūviais nukovė ne daugiau kaip x Žaliųjų armijos karių. Žaliųjų armi- 
joje gyvi liko ne mažiau kaip 1000 — x žmonių. Iš viso abiejose armijose 
gyvi liko ne mažiau x + (1000 — x) = 1000 karių. 

Pastaba. Antroji salvė galėjo nukauti ne daugiau kaip pusę likusių 
karių. Vadinasi, po kitos salvės liks ne mažiau kaip 500 gyvų Žaliųjų 
armijos karių. 


87 uždavinys. Stiklo taros sandėlyje laikoma 2500 stiklainių, kurių 
talpa 0,5 litro, 0,7 litro ir 1 litras; iš viso 2006 litrai. Įrodykite, kad 
sandėlyje yra bent vienas 0,5 litro talpos stiklainis. 

Sprendimas. Tarkime, kad sandėlyje 0,5 litrų talpos stiklainių nėra, 
yra tiktai x stiklainių po 0,7 litro ir 2500 — x stiklainių po 1 litrą. 


Tada 0,7 : x + 1 : (2500 — x) = 2006, x =16465. 


Bet x turi būti sveikasis skaičius. Todėl mūsų teiginys neteisingas. 
Aprašyta uždavinyje sąlyga būtų išpildyta, jeigu turėtume, pavyz- 
džiui, 1605 stiklainius po 0,7 litro, 870 stiklainių po 1 litrą ir 25 
stiklainius po 0,5 litro (žinoma, galimi ir kiti variantai). 


88 uždavinys. Visi biuro tarnautojai gavo vienodą atlyginimą. 
Paskui vienas iš jų dalį gautų pinigų lygiomis dalimis išdalydavo 
kitiems. Po keleto tokių padalijimų vienas iš tarnautojų turėjo 204 litus, 
kitas 197 litus. Kiek tarnautojų dirbo biure? 

Sprendimas. Iš uždavinio sąlygos išplaukia, kad tarnautojų turėtų 
būti ne mažiau kaip 2. Galima manyti, kad kiekvienas, kitiems dalijan- 
tis savo pinigus, jiems duoda pirmiausia po 1 litą, tada dar po 1 litą 
ir t. t., kol neišdalys tam skirtos sumos. Pirmojo ir antrojo tarnautojų 
turimų pinigų sumų skirtumas visada dalysis iš и, jei п — biuro 
tarnautojų skaičius. Kai tarnautojams sumokėjo vienodą atlyginimą, šis 
skirtumas buvo lygus nuliui (ir dalijosi iš л). Jei pirmasis tarnautojas 
duos kitiems po 1 litą, jo turimų pinigų suma sumažės (n — 1) litų, o 
antrojo tarnautojo turima pinigų suma padidės 1 litu. Taigi skirtumas ir 
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vėl dalysis iš n. Sukeitę vietomis pirmąjį ir antrąjį tarnautojus gausime 
tokį pat rezultatą. Jei pinigus dalija kuris nors kitas biuro tarnauto- 
jas, tai pirmojo ir antrojo tarnautojų pinigų sumos padidės vienodai, 
todėl jų skirtumas nepasikeis ir vis tiek dalysis iš z. Pagal uždavinio 
sąlygą kažkuriuo metu šis skirtumas tapo lygus 204 — 197 = 7. Vadinasi, 
7 dalijasi iš и. Kadangi n > 2, tai n = 7. 

Atsakymas. 7. 


89 uždavinys. 1 lito vertės moneta sveria 6 gramus, 2 litų — 17 gra- 
mų, 5 litų — 30 gramų. Banke galima pakeisti bet kurių monetų kom- 
plektą į kitą tokios pat masės komplektą. Ar galima tokiu būdu 789 litus 
išsikeisti į 987 litus? 

Sprendimas. Kiekvienos monetos masė gramais skiriasi nuo jos 
vertės litais skaičiumi, kuris dalijasi iš 5. Vadinasi, bet kuriame rinkinyje 
bendra monetų masė gramais skiriasi nuo vertės litais skaičiumi, kuris 
dauginasi iš 5. Taigi masė ir vertė dalijant iš 5 visuomet turės tokias 
pat liekanas. O kadangi keičiant bendroji monetų masė nesikeičia, turi 
išlikti ir vertės likutis. Bet skaičiai 789 ir 987 dalijant iš 5 turi skirtingas 
liekanas. Todėl toks keitimo variantas negalimas. 

Atsakymas. Ne. 


3. Racionaliosios ir iracionaliosios lygtys, 
lygčių sistemos 


90 uždavinys. Išspręskite lygtį (6х + 7)? · (3х + 4) (x + 1) = 6. 
Sprendimas. Perrašykime lygtį: 


(6x + 7) · (6x + 8)(бх + 6) = 6. 
Pažymėkime, kad 6x + 7 = y. Tada 
у: (y + 1) (у= 1) = 72; — 2 — 72 = 0; 2 = 9; 2 = 8. 


a) 2 = 9; (бх + Т? = 9; 6+7=3; х = - x = 3. 


b) у = 8. E neturi sprendinių. 
2 
Atsakymas. -Ž -15 3: 
Pastaba. Kompleksinių skaičių aibėje y? = —8; (6x + 7) = —8; 


6x+7=+/—8;6x+7=+2/2 - ix, = —7 ЕА 


91 uždavinys. Išspręskite lygtį 


3 1 4 4 1 3 
хх 5-2 23 54530 
Sprendimas 

3 3 1 1 4 4 Ven. 
B+) hH tratt 0; 

3 (2x — 5) 2x – 5 4(2x-5) _ 2 
E E 70 Sy 0-5 5 = 

Padaliję iš (2x — 5) gausime: 
3 1 4 =0. 


х?— бє жле 4 ai 
Pažymėkime х? — 5х = y. Tada 


3 1 БЕ _.. 
у Т у+4 "71670 


307 + 4) (у + 6) + у (у + 6) + 4у (у +4)=0; 
3y? + 30у + 72 + у2+ бу + 4у + 16y = 0; 8y? + 52у + 72 = 0; 
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2y? + 13y+18=0;y = 2; J, = =4.5. 
‚ .|x2— 5х=—2, 
Та1р1 
y= эх==4.„5. 
_5- 1. _-5+/17. 15-07. _5+/7 
X = — x > 0002—75; > ; 


Atsakymas. 2,5; 5 iA зала. 


92 uždavinys. Išspręskite lygtį x (x + 1) (х + 2) (x + 3) = 24. 
Sprendimas. Įveskime naują kintamąjį: 
patit Оза +6 +3) y], 


Tada x(x + 1) œ + 2) (x +3) = (у— 1,5): (у— 0,5): (у + 0,5): (у + 1,5) = 
= (y — 0,25) (у - 2,25). 
Spręsdami lygtį y“ – 2,5у? + 0,5625 = 24 sužinome, kad у? = 6,25; 
y’, = —3,75 (pašalinė šaknis). Todėl y = + 2,5; х = —4; х, = l; 
Atsakymas. —4; 1. 


ху + x + y=80, 
93 uždavinys. Išspręskite lygčių sistema: 4 yz + y + z = 80, 
zx + z + x= 80. 
Sprendimas. Prie kairiosios ir dešiniosios kiekvienos lygties pu- 
sės pridėkime po 1: 
(x + 1) -(y + 1) =81, 
(y + 1) -(z+ 1)=81, 
(z + 1) G + 1)=81. 
Pažymėkime x + 1 = u, y + 1 = v, z + 1 = #, gausime sistema: 
и`у= 81, 
у-1= 81, 
u-t= 81. 
Padalykime antrąją lygtį iš trečios: и = у. Iš pirmosios lygties ran- 
дате: u, = ре 9, R, == 
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Tada г = —9, t, = 9 irx = y, = z, = —10, x, = y, = z, = 8. 
Atsakymas. (—10; —10; —10), (8; 8; 8). 


94 uždavinys. Išspręskite lygčių sistema: 

(x — 1: у= x2— 2х + 9, 
| — 1} x= y°— 2y + 9. 
Sprendimas. Pažymėkime х – 1 = и, y – 1 = v; 
х=и+ 1, у=у+ 1; 2 - 2х+1= 0; y 2у +1 = 2. 
w- (у + 1) = 10+ 8, B v=8, 


Tada 5 
v (u + 1) =у+ 8; 


v- и = 8. 


I čia u = у, W = 8, u= у= 2; х= у= 3. 
Atsakymas. (3; 3). 


95 uždavinys. Išspręskite lygtį 

(х2 +3x—4) + (2х2 — 5х + 3P = (3x2 — 2x — 1). 

Sprendimas. Pažymėkime x? + 3х – 4 = и, 222 – 5х + 3 = v. 
Tada 3x? – 2х – 1 = u + у ir lygtis įgauna tokį pavidalą: 

wW +v = (u + у); 


и +у = и + у + 3и: у: (и+у); u-v- (и+у) = 0. 


1) Jeigu u = 0, tai х? + 3x -4 = 0, х = 4, х, = 1. 
2) Jeigu у = 0, tai 2x? – 5х +3 = 0, х = 1, х, = 1,5. 
3) Jeigu u + у= 0, tai 302 -2х-1=0, х= —4,x,= 1. 


Atsakymas. —4; -1 11,5. 


3° 


96 uždavinys. Panaikinkite iracionalumą trupmenos vardiklyje 


1 
4/2 + 4/4 + 4/8 +2: 
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Sprendimas. Pažymėkime 4/2 = x ir susidarusios išraiškos vardik- 
liui panaudokime geometrinės progresijos narių sumos formulę, kur 


PTE ни e L sa 
"514111 x(1—x) х(х—1) х (x'— 1) 
1— x 
к _2- 8 
xt (х*— 1) 27 
Atsakymas. 2 A 


Pastaba. Anksčiau užrašyta formule galima pasinaudoti ir neįve- 
dant žymėjimo: 
1 2 1 IA КЕ 
V2+V4+V8+2 7. ((y2)-1) 20-1) 
“2-1 


В (2-1) 2-48 
P аага 


+y =l, 
+y =l. 
Sprendimas. Iš pirmosios lygties sužinome, kad -1 < x < I ir 
-1< y <1. 
Intervale [—1; 1] x? < x? ir у? < у?, todėl 1 = x° + ° < x2+ y? =l. 
Yra du sprendiniai: (0; 1) ir (1; 0). 
Atsakymas. (0; 1), (1; 0). 


97 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: |, 


98 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: 
(x*+ у*)- (x — y)=447, 
xy: (x – y)= 210. 
Nuoroda. Pakeiskite xy = u ir x — y = v. 
Atsakymas. (10; 7), (—7; —10). 
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99 nždavi Iš kumu ы | 7с? = 16ab, 
uzdavinvs. ISSpreSKIte сщ sistemą: 
> JAB * ора Adas Bed 


Sprendimas. Sudėkime šias lygtis: 

8а? + 9b2 + 7с? + 44 = 16ab + 8cd. 

Pasinaudokime sąsaja tarp aritmetinio ir geometrinio vidurkio: 

2ab < а? + b2, 16ab < 8а? + 8b2; 2cd < с? + Ф, 8са < 4с? + 40. 

Todėl b? + 3с? < 0, o iš čia b = с = 0. Surašę šiuos rezultatus į lygtį 
(arba į sistemą), gausime, kad а=4=0. 

Atsakymas. (a; b; c; d) = (0; 0; 0; 0). 


100 uždavinys. Spręsdamas lygtį f (13x _ 16)- 0 mokinys rado 11 


skirtingų šaknų. Įrodykite, kad ši lygtis turi dar mažiausiai bent vieną 
šaknį. 
Sprendimas. Jeigu x, — šios lygties šaknis, tai yra 
((13х- 16) = 0, 
16 


tuomet Eo taip pat yra šios lygties šaknis, nes 
„(16 16 _ 16 
13 | 15-)+ -l +13җ. 
3x, 


Ši šaknis nelygi x, nes skiriasi nuo jo netgi ženklu. Vadinasi, ši 
lygtis turi lyginį šaknų skaičių. 


101 uždavinys. Išspręskite lygtį /x — 2 + 3х — 4 =3/x . 

Sprendimas. Vienas iš pagrindinių iracionaliųjų lygčių sprendimo 
būdų — tam tikru laipsniu pakelti abi lygties puses. 

Kai n lyginis, f(x) = g"(x) išvedama iš lygties x) = g(x). Spren- 
džiant šiuo būdu gali atsirasti pašalinių šaknų, todėl visada būtina pa- 
tikrinti sprendimą. 

Kai n nelyginis, (х) = (x) S fx) = g (х). 


; : РУКИ . |g@) > 0, 
Lygti > / f(x) = g(x) galima prilyginti sistemai 


T) = g” (a). 
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Laikomasi sąlygos f (x) > 0, ji nulemta pačios sistemos. 
Pereikime prie mūsų uždavinio. Pakelkime lygtį kubu ir pasinau- 
dokime tuo, kad (a + Б) = a° + b° + 3ab (a + b); 


4х — 6 + 3 (х = 2)(3х — 4)-(/х—2+›/2х— 4)= x; 
y (x — 2)(3х — 4) : x =2 — x; x(x — 2)(3x — 4) = (2 — x’. 


Šios lygties šaknys x, = 1; x, = 2. Patikrine sprendimą įsitikinsime, 


kad x = 1 yra pašalinė šaknis. 

Atsakymas. x = 2. 

Pastaba. Įsitikinome, kad pašalinių šaknų gali būti ir keliant lygtį 
nelyginiu laipsniu. Todėl sprendžiant iracionaliąsias lygtis patikrini- 
mas yra sudedamoji paties sprendimo dalis. 


102 uždavinys. Išspręskite lygtį 4/ x — 6 + /10x + 5 = 2. 

Sprendimas. Kadangi x – 6 > 0; x > 6, tai kairioji lygties pusė 
didesnė už 2 ir lygtis yra neišsprendžiama. 

Atsakymas. Šaknų nėra. 


103 uždavinys. Išspręskite lygtį 5/16 + /x + 5/16 — /x=2. 


Sprendimas. Sprendžiant tam tikras lygtis pravartu pasinaudoti 
keliais nežinomaisiais. 
Pažymėkime 516 + /x=u, s/16 — /x=v. 
Pakelkime abi lygties puses penktuoju laipsniu: (и + у)? = 32; 
и + vô + 5иу (u° + v) + 10и? (и + v) = 32; 
и* + у? +5иу (u + у)(и2 — uv + у?) + 100202 : (u + у) = 32; 
и? + + 5иу ((и + v? — 3uv) : (u + v) + 10429? : (u + v) = 32. 
"Pakeiskime u + у = 2 ir u + vš= (16 + /x) + (16 — /x) = 32; 
32 + Suv(2? – Зиу) · 2 + 10122 · 2 = 32; 
4иу – иу = 0; иу · (á — иу) = 0. 
а)и= 0; 5/16 + /х= 0; 16 + /x= 0 neįmanoma; 
b) v= 0; 5/16 – /x=0; 16 — /x= 0; x = 256; 
u+v=2, 


c) 4 — uv = 0; uv = 4; pagal уган + =2,] 
иу = 4. 
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Taigi u? — 2и + 4 = 0, sprendinių nėra. 
Atsakymas. 256. 


104 uždavinys. Išspręskite lygtį ух — 2 + /x + 1=3. 
Sprendimas. Pasinaudokime nauju kintamuoju: 
Ух — 2 =и,/х+1=у. 
Tadau+v=3. 
Kadangi и = x – 2, o v? = х + 1, tai 1° — у = –3. 
u+v=3, 
Reikia išspręsti lygčių sistemą: | Ыы: эз 
uų- у =—3. 
Pirmiausia sužinome, kad z = 1, tada x = 3. 
Atsakymas. x = 3. 


105 uždavinys. Išspręskite lygtį 

/xX+3-4/x-1+/x+8-6/x-1=1. 

Sprendimas. Pasinaudosime nauju kintamuoju y = yx — 1 у2 0. 
Tada 


x=W+lir/y-4y+4+/y-6y+9=1 
arba |y —2|+|y—3|= 1. 

Jei 2<y<3,tai5 <x < 10. 

Atsakymas. x < [5; 10]. 

Pastaba. Šis pavyzdys naudingas, nes atsakyme yra intervalas. 
Dažniausiai taip atsitinka sprendžiant nelygybes. 


106 uždavinys. Išspręskite lygtį 2х — 1 + ух — 1= 1. 

Sprendimas. Lygtį galima spręsti naudojantis naujais kintamaisiais. 
Iškart matome, kad x = 1 yra šios lygties šaknis ir kad kairioji lygties 
pusė — dviejų didėjančiųjų funkcijų suma. Taigi kairioji lygties pusė 
yra didėjančioji funkcija, kuri kiekvieną savo reikšmę įgyja tik vieną 
kartą. 
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Atsakymas. x = 1. 

Pastaba. Kartais nepasitikima tokiais lygčių sprendimais, kai šak- 
nis „atspėjama““. Bet jeigu yra patikrinama ir įrodoma, kad lygtis neturi 
kitų šaknų, tai toks būdas kaip tik yra naudingas. 


107 uždavinys. Išspręskite lygtį /3 + x = 3 — x. 

Sprendimas. Kairiosios lygties pusės funkcija yra didėjančioji, o 
dešiniosios — mažėjančioji. Todėl ši lygtis gali turėti ne daugiau kaip 
vieną šaknį. Ją labai nesunku apskaičiuoti, tai x = 1. 

Atsakymas. х = 1. 


108 uždavinys. Išspręskite lygtį /x - /x — 1=0. 

Sprendimas. /x = 0,jeix=0,ir /x — 1=0,jeix= 1. 
Tačiau x = 0 negali būti, nes neįeina į apibrėžimo sritį. 

Atsakymas. 1. 

Pastaba. Kelių daugiklių sandauga lygi nuliui, jei bent vienas iš tų 
daugiklių lygus nuliui, o visi kiti tame taške turi būti apibrėžti. 


109 uždavinys. Išspręskite lygtį 
2х?+ Зх + 5 + /2х'— Зх + 5= Зх. 
Sprendimas. Padauginkime lygtį iš kairiosios pusės jungtinio 
reiškinio: 
бх = Зх (/2х'+ Зх + 5 — /2х'— 3x + 5); 
x = 0, афа /2х'+ 3x + 5 — /2x°— 3x + 5 = 2. 


Sudėkime šią lygtį su duotąja sąlygoje: 


2/2x'+ Зх + 5 = 3х + 2. 
Pakelkime šią lygtį kvadratu: 

X= 16; x, =; x, = 4. 
Patikrinę sprendimą įsitikinsime, kad x, ir x, — pašalinės šaknys. x = 4 
yra vienintelė šios lygties šaknis. 

Atsakymas. 4. 
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110 uždavinys. Išspręskite lygtį /x + 1 — /2x — 5=/x — 2. 

Sprendimas. Lygties pakelti kvadratu negalima, nes kairioji pusė 
gali būti neigiama. Todėl pirmiausia perrašykime lygtį: 

/x + 1= /2x — 5 + /x — 2,o tik tada pakelkime kvadratu. 

Atsakymas. 3. 

Pastabos. 

1. Spręsdami tokias lygtis ir nelygybes, užuot supaprastinę abi 
lygties puses (jei yra bendras daugiklis), geriau viską „perkelkite“ į 
vieną pusę. 

Pavyzdžiui, (x + 1): /x*+ x — 2= 2 + 2х; 

(x+1)-(/*+x—2-—2)=0. Atsakymas: —3; 2. 

2. Spręsdami /2(х) = g'(x) tipo lygtis geriau netraukite šaknies, о 
pertvarkykite lygtį į œ – gŒ) = 0; (Дх) — s@)) : (Дх) + g0)) = 0. 

3. Sprendžiant lygtis su moduliais kartais būna daug paprasčiau 
ne pasinaudoti modulio savybėmis, о tiesiog pakelti jį patį kvadratu. 

Pavyzdžiui, |5x2 — 3| = 2; (5? – 3)? = 22. 

Tada prisiminkite antrąją pastabą 


(522-3 – 2): (522-3 + 2) = 0. Atsakymas: +1; ыз, 

4. Jei sprendžiant lygtis yra keičiami kintamieji, pirmiausia reikėtų 
peržvelgti galimas jų reikšmes. 

Pavyzdžiui, 4 · |sin x| + 2cos2x = 3; |sin x| = z, t > 0. 


Atsakymas: Žž + nZ ,n € Z. 


5. Kadangi 1 = 3.14, tai 1 radiano kampas yra I ketvirtyje; 2 ir 3 
radianų kampas – II ketvirtyje, 4 — III ketvirtyje, 5 ir 6 — IV ketvirtyje. 
Taigi jei reikėtų išspręsti nelygybę |x — 2| : cos3 > 0, tai iškart ga- | 
lėtume pateikti atsakymą: x = 2. 


111 uždavinys. Skaičiai x ir y atitinka lygtis 

x*—-3x2+5x—17=Oiry*-357+5y+11=0. 
Raskite sumos x + y reikšmę. 

Sprendimas. Pažymėkime x, =x- l ігу =y- 1. 

Тада x? + 2х – 14= 0, у? +2у +14 = 0. 
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Sudėkime abi lygtis: 

(x + y”) + 2(х, + y) = 0, 

(x, ty) (x — xy, + y) + 2(x, + у,) = 0, 

(x, +у) (x -xy ty, + 2) = 0. | 

Kadangi x2— xy, ty +2 = (x- Ly) + žy +2>0, 
tai х + у, = 0. Tada (x - 1) + (у- 1)=0,x+y=2. 

Atsakymas. 2. 


112 uždavinys. Išspręskite lygtį xy = x + y sveikaisiais skaičiais. 
Sprendimas. Perrašykime lygtį taip: 
ху-(х+у)+1=1, 


(xy—x)- (у- 1) = 1, 
x.-(y-1)-(y- 1)= 1, 
(х—1)-(у—1)=1. 


Kadangi х – 1 ir y — 1 yra sveikieji skaičiai, 


„Įx=0, = 2 
tai arba 
y=0 y= 2, 


Atsakymas. (0; 0), (2; 2). 


113 uždavinys. Išspręskite lygtį / x + ух +... + /х= 
sveikaisiais skaičiais, kur kairėje pusėje yra y radikalų. 

Sprendimas. Jeigu х = 0, tai z=0,oy=n,n < М. 

Tarkime, dabar x + 0. x + /x tipo skaičiai esant bet kokiam 
teigiamam x netampa pilnaisiais kvadratais, nes jie yra tarp dviejų 
gretimų skaičių kvadratų: 

(Jx) <x + /x < (/x + 1)° 

Todėl y = 1, х= m, z = n, kurn є N. 

Atsakymas. (x; y; z) = (0; п; 0), (22; 1; п), n e N. 


56 


Racionaliosios ir iracionaliosios lygtys 


114 uždavinys. Išspręskite lygtį 4/97 — x + 4/x = 5. 
Sprendimas. Pažymėkime 4/97 — x = и, {х = v. 
u + v=5, 
97 — x= t, 
+=: 
Ш + у= 97; у= 5 –и; (и + vý = 5%, 
(и + у) = (и* + у) + 602. v? + 40°. у + 4u · v’; 
264 = иу. (Buv + 2(u? + v?)) = иу. (3uv + 2(25 – 2иу)); 
(иу)? – 50(иу) +264 = 0; (uv), = 6; (uv), = 44 (pašalinė šaknis); 
и: (5 и) = 6; W? — 5и+6= 0; и = 2, и, = 3; x, = 81, х, = 16. 


Atsakymas. 16; 81. 


4. Rodiklinės ir logaritminės lygtys, lygčių sistemos 


115 uždavinys. Išspręskite lygtį 4* + (x — 13)-2*—2x + 22 = 0. 

Sprendimas. Sprendžiant lygtis ir nelygybes kartais pravartu vado- 
vautis tam tikrais akivaizdžiais teiginiais. 

1. Jei funkcija y = f(x) yra didėjančioji arba mažėjančioji, tai lygtis 
fix) = a gali turėti ne daugiau kaip vieną šaknį. 

Grafinė išraiška: 


J 


2. Jei aibėje X funkcija y = f(x) yra didėjančioji, o g(x) mažėjančioji, 
tai lygtis f(x) = g(x) negali turėti daugiau negu vieną šaknį, kai x€ X. 
Sugrįžkime prie pateiktos lygties. 2* atžvilgiu išspręskime ją kaip 


x 


Куайгайпе: А 
*=11 - x. 
Iš pirmos lygties x = 1. Antroji lygtis 2* = 11 —x turi vienintelę šaknį 
x = 3, nes 2“ yra didėjančioji funkcija, о 11 — x mažėjančioji. 
Atsakymas. 1; 3. 


x x 


116 uždavinys. Išspręskite lygtį ( 2+/3 ) + ( 2—3 ) =4. 
Sprendimas. Kadangi 

/2 +3. /2 — /3 = 1,tai (/2 + /3) = y, 

(2-73) =4; у+1=4 

Tada y, =2+ Зу у„=2=/Зух, =-2;X,= 2. 

Atsakymas. —2; 2. 
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117 uždavinys. Išspręskite lygtį 6 · 32 – 13 · 6*+ 6 : 22 = 0. 
Sprendimas. Kadangi 6* = 3* · 2%, tarkime, kad 3* = u, 2* = v. 
Gauname homogeninę lygtį би? — 13uv + бу? = 0. Tai и ir v atžvilgiu 

antrojo laipsnio lygtis. 
2 
Padalykime ją iš 2 (y = 0): 6) - 138 +6=0. 


Tarkime, kad # =z; 62 — 13z + 6 = фы И? 


Ši lygtis turi 2 šaknis: + 1. 
Atsakymas. —1; 1. 


118 uždavinys. Išspręskite lygtis: 

а) 5‹: 877 = 500; 

b) 3 - log 4 + 210р,4 + 3log «4 = 0; 

c) Ses ар = 18, 

Sprendimai. 

a) Raskime logaritmą 5 pagrindu: 

x+3.4— Log.2=3 + 2log.2; 

xX + x (log,2 —3) — 3log,2 = 0. x, = —log,2; x, = 3. 
b) Pereikime prie ен 2 ir pakeiskime y = 1ор„х: 


6 4 
Е 0. 


Šios lygties šaknys yra —3 ir —1. Todėl += l.x. = L. 


a log.a \ 192 
с) Pirmiausia įrodykime, kad а'° = (Р!°вь)іовсь = ( pese) = blogo, 
Vadinasi, а! = [\оёса, 
Šioje lygtyje хї°®5 = (51°85х)1о5 = (5 ia тыз уов5 = = 5!овух, 
Perrašykime lygtį 5'°®* + 2. 598 = 15; log x = 1; x = 2. 
Atsakymai. а) -log.2; 3; b) id 5 с) 2. 
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119 uždavinys. Išspręskite lygtį 2* + 2 = 2cos2x. 

Sprendimas. Pateikiame, ko gera, patį trumpiausią sprendimo 
būdą: 

2* + 2 > 2, 2cos2x < 2, x = 0. 

Atsakymas. 0. 
y= 
- = 


120 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: | е A (а = 1; bz 1). 


Sprendimas. Turėtų būti x > 0, у > 0, а> 0, b > 0. 

Каі 0<a<lirb> 1 ађаа> 1 т 0 < Б < I, sistema уга 
neišsprendžiama. 

Tegul a>lirb> larba0<a<lir0O<b< I. 

Logaritmuodami šias lygtis esant bet kuriai pagrindo c reikšmei 
gausime ekvivalentišką duotajai lygčių sistemą: 

log х 
р log. x = x log у, y = о log x _ 108.0 
< 


logy Іова’ 
xloga= ylog b; DeL ораев 


y loga 


loga · log. x =10g,b · logy, 
(*) 
x: loga = y: log,b. 


Iš pirmosios lygties log x = ү” log у; 
log-b 
(**)x = уюш. 


Įrašykime šią x reikšmę į antrąją sistemos (*) lygtį: 
log, b 
упа: loga = y : log b; 


padalykime šią lygtį iš у: 
кж log, > — юка = log.b 
25 iie "loga" 
Jeigu log, b — log, a = 0, tai a = b ir iš antrosios lygties (*) paaiškėja, 
kad x = y. Taigi jei a = b, tai x = у, ir yra bet kuris teigiamasis skaičius. 
Tarkime, kad a = b. Tada log b — log a + O ir iš (***) ir (**): 


Іов. b 
log.b—log, a 


log.a 
log,b log b—log.a . Ž | log.b 
loga #7 \ Toga 
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121 uždavinys. Suskaičiuokite log „b, kai log „a = 4. 


Sprendimas. log „b = log 7 ab Іор „(ab) - log a = 1 -4 =-3. 
Atsakymas. —3. 


122 uždavinys. Išspręskite lygtį log, x = logsx. 
Sprendimas. Pritaikykime žinomą formulę: 
g.a'log2x jog Š 


log 2х = log 8; log 2 + 1=log 8 – 1; 
x 


log2 + 2 = 3log 2; 2log 2 = 2; log 2 = 1; x = 2. 
Tačiau spręsdami šiuo būdu „pametėme“ šaknį x = 1. 

Išvada. Pasirinkus perėjimo prie kito pagrindo formulę, pirmiausia 
reikia patikrinti, ar nėra x = L, o tik tada laikyti, kad x = 1, ir pritaikyti 
minėtąjį būdą. 

Atsakymas. 1; 2. 


123 uždavinys. Suskaičiuokite sandaugą log,2 · log,3 · 105,4... log (9. 
Sprendimas. Pereikime prie logaritmų su 10 pagrindu: 

182. 183 184 188 о 

ka ei ks Т EB 

Atsakymas. lg2. 


124 uždavinys. Išspręskite lygtį log,(x + 1) = sin" я. + cos“ B. 
Sprendimas. Logaritminė funkcija apibrėžiama teigiamųjų 
skaičių aibės, todėl x > 0, o kadangi x + 1 > 2 (įrodykite), tai 
x 
їов.[х + 1 > 1, 
Toliau [cos zx| < 1, todėl cos“ T < cos? 5, vadinasi, 


: 4 TX n2 MAX 2 ДХ _ 
sin? cos < sin cos “== =]. 
F + cost 5 Е 2 
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Taigi kairioji lygties pusė ne mažesnė už 1, o dešinioji ne didesnė 
už 1. Todėl lygybė galima tik su sąlyga, kad 

log, [x + 1) = 1, tai yra x + 1 =), x= 1. 

Atsakymas. 1. 


125 uždavinys. Išspręskite lygtis: 

a) log 4415 (x?— 2x — 2) = log: (х2 – 2х — 3); 
2 =; Ža 1 2 — = 

b) log (х 4x 2)= 106.12 (x 4x — 3). 

Sprendimas. 


a) 2 logs+4,5 (x? — 2х — 2)= log... (x2 — 2х — 3); 


logs1 45 (X? — 2х — 2) = 4 logas (x7— 2х — 3); 
logs+445(x*— 2x — 2) = ово,» (х? 2х — 3); 
logs+4,5 (x? — 2х — 2) = log... (х? – 2х — 3); 
m= 2x — 2) _ IG — 2x — 3). 

I(8+4/3) — In(7 + 44/93) ' 
In(x*— 2x — 2) _ In(8 + 4/3). 
In(x*— 2x—3) In(7 + 4/3)” 

Įrašykime sutartines reikšmes: 7 +4 С/з= а,„?—2х—3 = 1. 


(*) In(t + 1) _ In(a + I) 
шг Ina | 


Jeigu f(t) = юе + 1), tai f (t) = f (a) ir yra mūsų lygtis, nes 


7 t-(Int - In(t + 1)) - In(t + 1) 
WE t: (t + 1): In?t : 


Kadangi funkcija Inx уга didėjančioji, (0) < 0, ir Af) mažėjančioji 
funkcija, todėl (*) lygtis turi tik vieną sprendimą / = a. 


х2 -2х-3=7+4/3;х,=1+/1 + 4/3. 
Atsakymai. a) 1 + /11 + 4/3,b)2+/14 + 4/3. 
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126 uždavinys. Įrodykite, kad 
ОР СЕТИ ТРЕЕ. „k (k + D. 
logax ` log x log x" 2loga X 


Sprendimas. Kadangi log» b = " log. b, tai 
йэш, = 1 


т + +... + = 
logax ` loge X loge x 
“oss (1 + 2+.. + k) 


L „kliba k: (k+1) 
loga х 2 © 2- logax 


127 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą 
х 1087 + ylos = 4, 
орах — log; y=1. 


Atsakymas. (4; 1) (8; 2). 


5. Trigonometrinės lygtys ir nelygybės, 
lygčių sistemos 


128 uždavinys. Išspręskite lygtį /sinx — 5 - log, (x — 2) =0. 


=0, 
Sprendimas. Teiginį a : b = 0 galime užrašyti ir taip: Ë ЕР 
Л (х) = 0, 
Lygtis f(x) - f(x) = 0 ekvivalenti sistemai ;| f; (x) = 0, 


x € D(f.) n D(f.). 
sinx=% 
log, (х — 2)= 0, 
> 2, 


Taigi duotąją lygtį perrašykime taip: 


sinx Z L, 


Antrosios lygties šaknis x = 3. Kadangi 5л < 3 <л (П ketvirtis), 
о П ketvirtyje sinusas mažėjantis, tai 
уе р ты i 
0 = sinz < sin3 < sin 6 “5 ir sin3 2 < 0. 
Todėl x = 3 negali būti sistemos šaknis. Pirmosios lygties šaknys 
х=(— 1)": Е + пл, п є Z turi tenkinti sąlygą х > 2. Taip gali būti tiktai 


kain є N. 
Atsakymas. x = (— 1)": га + пл; n c€ N. 


129 uždavinys. Išspręskite lygtį cos(/4 — |х|) = 0. 
Sprendimas. / 4 — |х| = > + kz,k e Z. 


Tačiau 0 < /4 —|x| < 2,todël 0 < 2 + kz < 2. 
Taigi k=0, /4 -|x|= 2; x=+ (4 - Z). 


Atsakymas. +[ _ z). 
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130 uždavinys. Išspręskite lygtį 2c0s3x = 3sinx + cosx. 
Sprendimas. Kadangi cos3x = 4cos*x — 3cosx, tai 
8соѕ?х — бсоѕх = 3sinx + cosx; 

8соѕ?х = 3sinx + 7соѕх; 1 = ѕіп2х + cos2x; 

8cos*x = (3sinx + 7соѕх) · (sinžx + cos*x). 


Reikšmės x = 5 + пл, п є Znėra šios lygties šaknys. 


Padalijame lygtį iš cos*x : 

8 = (3tgx + 7). (tgx + 1); 

3 -103х +7 · 102х +3-tgx—1=0. 

Surandame tgx = –1 šaknį, padalijame lygtį iš (tgx + 1) ir gauname 
likusias šaknis: tgx = Bidi 
Taigi šios lygties sprendiniai: 


x= -7 + ak; x= arctg + / 7 + лп, k, nez. 


Atsakymas. x = = + mk, x = arctg 


= ней 


131 uždavinys. Išspręskite lygtį cosx? + 2sin2x = 1. 
Sprendimas. Pirmiausia suformuluojame trigonometrinių funkcijų 
lygybių sąlygas: 
а – B= 2лп, 


sing =sinf © neZ 
« + B= z + 2лп; 


cos& =cosßf e 4 + B =2zn; n € Z 


a- B= zn, 
tga =tgß © a, BZ Z + nk кєў 
Pavyzdžiui, jeigu sina — ѕіпд = 0, tai 2sin Č > В © + В =o; 
р25Ё =m, а - B= 2пл; 


2) 2+2 =Z + nz, e + B= + 2лл. 
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O dabar spręskime lygtį cosx? = 1 — 2sinžx; cos x? = cos2x; 

у А x2— 2х — 2лп= 0 х=1+/1 + 27n 
cosx? = cos2x S e 
х?+ 2x — 2лп=0 x=-—]1] + /1 + 2an 


п= 0, 1, 2,.... 
Atsakymas. х= +1 + /1 + 2лп, и = 0, 1, 2,... 


132 uždavinys. Išspręskite nelygybę (1 + sinx) · (x? + x + 6) > 0. 

Sprendimas. Sprendžiant / (х) · / (x) > 0 tipo nelygybes, patogu 
jas išskaidyti: 

f 1 (х)> 0 
/»(х)> 0 
f 1 (x )< 0 
Р(х)< 0 

Jei nelygybė nėra griežtai apibrėžta, f (x) ` (х) > 0, tai 
Ло): №00) =0 
Ло) - fax) 0. 

Šioje nelygybėje pirmasis daugiklis niekada nebus neigiamas, nes 
esant bet kokiai x reikšmei 1 + sinx > 0. Viskas priklauso nuo antrojo 
daugiklio: 

X +х+6>0;,х?—х— 6 < 0; (х + 2)(х — 3) < 0. 

Taigi šios nelygybės sprendinys x є [—2; 3]. 

Šiame sprendime sąmoningai buvo padaryta klaida. Iš tiesų esant 
bet kokiai x reikšmei 1 + sinx > 0. Bet esant 1 + sinx = 0 visiškai netenka 
reikšmės antrojo daugiklio ženklas (+ arba — ). Todėl nederėtų pakeisti 
lygties šaknų: 


sinx = —1; x = => + 257, К є Z. Taigi iš pat pradžių buvo tikslin- 


ga nelygybę perrašyti taip: 
(1 + sinx)-(-x*+x + 6)= 0 
(1 + sinx): (—x°+ x + 6)> 0. 


= my [mula ж 
Tada x € |-2; а азо Z + 2ka,k € 2). 
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133 uždavinys. Žinoma, kad a · cos x + b · cos2x > —1 esant bet 
kokioms x reikšmėms. Įrodykite, kad a + b < 2. 

Sprendimas. Kadangi duotoji nelygybė yra teisinga esant bet ko- 
kioms x reikšmėms, tarkime, kad x = 120“. 


Tada -}a- 4b > —];а+Ь<2. 


134 uždavinys. Išspręskite x atžvilgiu nelygybę 2 - tg (ax — 4) < b. 
Atsakymas. Kai a> 1, 


1 T 1 b . 
La Eikas < L [4 + arctg Py ka} 


kaia<0, 1 [4 + arctg P + ka] < x< 14-2 + kz) 


kaia=Oirb>-2-tg4, x < А, Кє Z. 


sin L, аг 813, э 
sin 2 sin4 
Sprendimas. Pasižymėsime 1° = о. Tada 

sing _ sin34 _ ѕіп40 · sine — sin2o : sin За _ 


135 uždavinys. Kas daugiau: 


sin24 sin4c ` sin 24 : sin 49 

_ (cos За — cos 50) — (cosa — cos 50) _ _ sin2e -sina < 0 

2sin2o · sin4a sin 20 : sin 44 : 
sin3° _ sin ° 
Taigi $ sin4° sin2°' 
136 uždavinys. Išspręskite lygtį tgx + z) = —9с{р?х — І. 
А m\ 1 +ctgx m. 1 +ctgx_ 

Sprendimas. шх + z) сх — T aigi x I Осге?х — 1. 
Sprendiniai: 5 + Zk; arctg3 + Ak; arctg> + zk, k E Z. 


137 uždavinys. Raskite lygties V cos 2х + sin3x = /2 · cosx 
šaknis. 
Sprendimas. Pakėlę lygtį kvadratu gauname: 
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= 23 21k 
sin3x Las + 3 „keZ. 


Tinka tik tos reikšmės, kada dešinioji duotosios lygties pusė yra tei- 
giama: 


COS (z ET + 28k) > 0. Tam pakanka patikrinti k = 0, 1, 2 reikšmes. 
Atsakymas. 2 + 27k; ŝa + 2лК, ke Z. 


138 uždavinys. Išspręskite lygtį tgx = tgl 1x. 
Sprendimas. Iš lygybės tgæ = tgß sužinome, kad æ — В = zk. 


Tada 11x — x = zk; x=% kez 


Ir atvirkščiai: jeigu 4 — 5 ЛК, tai tga ir tgß yra lygūs arba iš viso 
neegzistuoja. Taigi atmetame 5- S + ил reikšmę. 


Jeigu Zk =Z + пл, taik=5 + 10n. 


ЛК kaikeZ,k#5+10n,neZ. 


Atsakymas. x = 10° 


139 uždavinys. Išspręskite lygtį 821. = сіолх. 
Sprendimas. Pagal sąlygą ig 28 = «(2 = zx]. Taigi 


2л z ае š 
21 (Z _ zx]=ka;k e Z; 


20 – (2k + 1)x +4 = 0; 


e | = Qk + Вз Оке 80. 


Diskriminantas turėtų būti D > 0, (24 + 1)2— 32 > 0. Kadangi (2k + I) 
уга nelyginis, tai pats mažiausias nelyginis skaičius, kurį pakėlę kvad- 
ratu gautume daugiau negu 32, yra 7. Taigi 2k + 1 > 7 arba 2k + 1 < —7. 
Gauname k > 3 arba k < -4. 

Patikrinę atmetame šaknį x = +4, nes ctgzx neegzistuoja, jei x = n, 
2л 


пе Z; tg neegzistuoja, jei n = +4. 
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Įrašę x = 4 į lygtį (*) randame k = 4. 
Kai k = 4, lygtis 2x? — 9x + 4 = 0 turi dvi šaknis: x, = 4, x, = +. Antroji 
šaknis tenkina lygties sąlygą. 

Įrašę x = 4 į lygtį (*) randame k = —5 ir dar vieną šaknį x = -4. 
Taigi lygties 2x2 + 9x + 4 = O sprendiniai: 


+ УД АК 31 . 
ОКОЕВА рз кд, abak <4, k+-5ir + 


юе 


140 uždavinys. Išspręskite lygtį sin5x — 2cos2x = 3. 

Sprendimas. Kairioji lygties pusė yra lygi 3 tik tuo atveju, jei 
sin5x = 1, o cos2x = —1. Išspręskime vieną iš šių dviejų lygčių ir pali- 
kime tas x reikšmes, kurios tenkintų ir antrąją lygtį. 


Jeigu cos2x = –1, tai x = T + лк, Ке 7. 


Tada sin5x = sin (22 + Szk) = зїп (Z + лк). 


Jei sin5x = 1, tai k turėtų būti lyginis skaičius. 
Atsakymas. x = 5 + 2лп, n є Z. 


141 uždavinys. Išspręskite lygtį sinšx — cos*x = 1. 
Sprendimas. sinšx < sinžx ir -cos*x < cos*x. 
Todėl sinšx — cos*x < sinžx + cosžx = 1. 

Taigi kairioji lygties pusė lygi 1 tik tada, kai 
sinšx = sinžx, —cos5x = cosŽx. 

Tai yra sin x gali būti -1, 0, 1, o cos x-1, 0. 


Atsakymas. д + Zk; z + 2zk, k e Z. 


142 uždavinys. Išspręskite lygtį 

4со$?х — 4cos23x : cosx + cos?3x = 0. 

Sprendimas. Kairioji lygties pusė cosx atžvilgiu yra kvadratinis 
trinaris. Jei D yra jos diskriminantas, tai 
1р= 4(cos*3x — cos23x). 


4 
. ‚ |cos23x < 0, cos? Зх 
Jei D > 0, tai ar 
соѕ? 3х < I, 


IV IV 


cos? 3x 
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Yra dvi galimybės: cos3x = 0 ir cos3x = +1. 


Jei cos3x = 0, tai ir cosx = 0, o x = 3 +ak, k € 7. 
Jei |cos3x| = 1, tal cosx = lox ro + 27k. 


Atsakymas. Z + Zk; +5 + 2Zk, k e Z. 


143 uždavinys. Išspręskite lygtį arccosx = arctgx. 
Sprendimas. Pagal apibrėžimą cos(arccosx) = x. 


Kadangi агссоѕх є [0; л], o arctgx є |-2 F z), tai lygybė galima 


tik intervale о; z), Pažymime arccosx = y ir arctgx = y. 


Tada cos arccosx = cosy = x ir tgarctgx = tgy = x. 


Taigi cosy = tgy; созу = oF соз? у = siny; 1 — sin? y = siny; 


Aafia а, 
ЭБЕ $ 


; siny = 


sin? y + siny — 1 = 0; siny = 


х= cosy = /1 — sin? y = з =, 


45i 
2 


Atsakymas. 


144 uždavinys. Išspręskite lygtį соз?х + cos22x + cos23x = 1. 
Sprendimas. Kadangi 2cosžx = 1 + cos2x, o 2cos22x = 1 + cos4x, tai 
cos2x + cos4x + 2cos?3x = 0. 
Taikome kosinusų sumos formules: 
2cos3x : cos x + 2cos23x = 0; 
2cos3x : (cos x + cos3x) = 0; 
2cos3x : 2с052х : cos x = 0; 
Ж. ы. МЕ ы л + kī 
4 + 2 > X, = 6 + 3 k e 7. 
Atsakymas. х= Æ + Л ke 7,п= 1,2,3. 


= Л ç = 
x= 5 + Kz; x, 
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145 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu a, b, c — trikampio kraštinės, o 
А, В, C - priešais esantys kampai, tai 

a-sin(B-C)+b-sin(C-4)+c-sin(4A-B)=0. 

Sprendimas. Pagal sinusų teoremą а = 2RsinA, b = 2RsinB, 
c = 2RsinC, kur R — aplink trikampį apibrėžto apskritimo spindulys. 
Pasinaudodami trigonometrinių funkcijų sandaugos transformacijos į 
sumą formule gausime: 

a-sin(B-C)+b-sin(C-A)+c-sin(4A— В) = 2Rsin А · sin (В – 
— С) + 2Rsin В. sin (C— А) + 2Rsin C sin (А – В) = R : cos (d — В + 
+ С) - К. соѕ5(А+В- С) + К. cos (В- С+ А4) – А. соѕ (В+ С- А) + 
+ R - cos (C — A + В) —R - cos (C + A – В) = 0. Teiginys įrodytas. 


146 uždavinys. Žinoma, kad cosa + cos 8=a, sine + sinß=b, 
а*+ Б? 0. Raskite соѕ (о + Д). 
Sprendimas. Kadangi 


b _ sine + ѕіпВ _ sin 
a созо + cos ` 


а + В bV 
] — tg? | ы Б 
tai соѕ (а + 8) = Ç (2) а? b 


> = H2 
Atsakymas. g. 


147 uždavinys. Raskite visus lygties х? + 2x sin (ху) + 1 = 0 
sprendinius. 

Sprendimas. Perrašykime lygtį: х? + 2х sin (ху) + 1 =? + 
+ 2х sin (xy) + sin? (xy) + cos? (xy) = (x + sin (ху))? + cos? (ху) = 0. 
x + sin (xy) = 0, 


Vadinasi, 
cos (ху) = 0. 


Kadangi cos (xy) = 0, tai sin (ху) = +1 ir 


=, x= J, 
у=—9-+ 2zk,k € Z; у= + 2лп, n€ Z. 
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148 uždavinys. Įrodykite nelygybę sinl < log,/ 7 ; 


Sprendimas. Kadangi 1 < > ir sinusas didėja pirmajame ketvirtyje, 


z 3% 


taisin 1 < sin3 F 


Atsižvelgdami į tai, kad < $ irodysime nelygybę 


š < logs /7 = 2 log. 7. 


7,1 
Tegul 8 A 2 log Ty 


Tada 7 A 4log,7 = log,7* = log,2401. 


Bet 7 = log,2187, todėl 7 < 4log,7, tai yra š < logs / 7. 


Teiginys įrodytas. 


149 uždavinys. Raskite cos*x + sin*x, jeigu žinoma, kad 
соѕёх + ѕіпёх = a. 

Sprendimas. Pakelkime tapatybę sinžx + cos*x = 1 kvadratu: 
(sinx + cos*x) + 25іп2х : cosžx = 1. 

1 — (sin x + cos: х) 


Iš čia sin2x : cos2x = 
Kadangi cos*x + ѕіпёх = (соѕ2х) + (ѕіп2х)?, tai 
a = (cos2x + ѕіп2х) · (cos*x — cos?x : sin2x + sin*x) = 


= НаҚ 4 
= (cos*x + sin*x) — Каш > E COS х). 


2а = 2(cos*x + sin*x) – 1 + (cos*x + sin*x); 
3 · (cos*x + sin*x) = 2а + 1; 
cos*x + 51п%х = zal. 


Atsakymas. 4 - (2a + 1). 


150 uždavinys. a) Ar galima lygybė cos(cosx) = 0? b) Koks bus 
cos(sinx) skaičiaus ženklas? 

Sprendimai. 

a) Kadangi — 1 < cosx < 1, їаі cos(-1) < cos(cosx) < cos 1. 


72 Trigonometrinës lygtys ir nelygybės 


Bet cos(-1) > O ir cos1 > 0. Užduoties sąlygoje nurodyta lygybė 
negalima. 

Б) -1 < sinx < 1. Intervale [-1; 1] kosinusas yra teigiamas, todėl 
cos(sin x) > 0. 

Atsakymai. a) Ne; b) Pliusas. 


V2-cosx=1 + COS у, 


/2 -sinx = sin y. 
Sprendimas. Kiekvieną lygtį pakeliame kvadratu ir sudedame. 


151 uždavinys. Išspręskite lygčių senų 


Gauname: cosy = 0, у= A + zk, k e Z. Taigi siny = (—1)*. 


1. Kai k= 2n, cosx = VŽ, si V2 x= + олт, m e Z. 


m= 
2. Kai k = 2n +1, cosx = а sinx = EL x= =. 2лт, 
т є Z. 
Atsakymas. (Z + 2лт; 5 + 2лт}; (-Z + 2лт; 3л + 2лт |, 
т є Z. 


Sam . БРЕ 5 іп 2х · іру = 12, 
152 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: | 
5 ѕіп 2у - tgx = 6. 


Sprendimas. Pažymėkime tg x = u, tg у = у. Tada 


i = 1 . = . 2у = Ы 1 = 2u 1 
sin2x = 2sinx : cosx = 2tgx · со$°х = 2tgx Ii Ti Ir 
: ЖИШШ? 

sin2y = I + Уу? 


10иу =12 + 12u2, 

lOuv=6 + бу?. 

Padalijame pirmąją lygtį iš 2 ir atimame antrąją lygtį: 
би? + 5uv — бу? = 0. 


Gautąją lygtį padaliję iš vž(v > 0) gauname kvadratinę lygtį t = и. 


Įrašome į sistemą: | 


atžvilgiu. Jos šaknys: / = Z, „= -2. 
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t= 3 sprendinių nėra. Jei “=š, tai sprendiniai (+2; +3). Tada 
grįžtame prie pirminių nežinomųjų. 


Atsakymas. (+ arctg2 + zk; + arctg3 + zn), k, n є Z. 


sin [14х + 2221, 
153 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: 
cos |9х + 3 | =0 


Sprendimas. Spręsdami lygtis su sveikaisiais skaičiais, pavyz- 
džiui, ax + by + c = 0, kai DBD(a; b) = 1, Xy Yo sprendiniai — sveikieji 
skaičiai, taikome x = x, — bt, y = y, + at, t € Z formules (žr. pi užd.). 


Sprendžiame пе sistemą. Iš pirmosios lygties x = — ЗЕ + zk, 


k < Z; iš antrosios x = + + 21 ГЕ, 


ЕТ? = ЛК _ „21 = 4. 
Sprendiniai sutampa Бе а үт +29, 9k – 71 = 2 atvejais. 
Lygtį užrašome е Ауу, “ын 
9.91 = 2 = JPL = y L 
77 + As 
Ž 2 
Atmetame paskutiniąją grandį 1 ir likusią dalį užrašome įprastai: 
Isa 
1+ 1=3- 
Skirtumą A T galima užrašyti 9-3 —7-4=-1 
7 3 7-3 


Dauginame iš (2): 9 · (6) — 7 · (8) = 2. 

Pritaikę duotajai lygčiai, gauname: k, = —6; I, = -8. 

Taigi k = —6 + 7t, 1=-8+9tarbak=1 +7p,/=1+9p,pe Z; 
z , Z(l + 7р) 
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х= — arba x = = + zp, p € Z. 
л(1+7р). л 


7 ; ç + zp, p € Z 


Atsakymas. — Zj 
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6. Nelygybės 


154 uždavinys. Iškilojo daugiakampio visų kampų išskyrus vieną 
suma yra 2165“. Kiek kraštinių turi daugiakampis? 

Sprendimas. Kiekvienas daugiakampio kampas yra mažesnis 
už 180°; visų vidinių 7-kampio kampų suma lygi 180°. (n — 2), todėl 
2165°< 180°. (n — 2) < 2165? + 180°; 12 < n — 2 < 14, 14 < n < 16. 
Vadinasi, и = 15. 

Atsakymas. 15. 


155 uždavinys. Išspręskite nelygybę /x+3Vx14220. 

Sprendimas. Būtų tikslinga pakeisti Vx=t ir gauti kvadratinį 
trinarį. Tačiau šiuo atveju pakanka įsitikinti, kad nelygybė teisinga 
esant bet kuriai x > O reikšmei. 

Atsakymas. x > 0. 


156 uždavinys. Išspręskite nelygybę / x — 4 < 6 — x. 

Sprendimas. Perrašome nelygybę x + /x — 4 <6 ir nagrinė- 
jame y = x + / x — 4 funkciją. Ji didėjanti, o jos apibrėžimo sritis 
x € [4; + œ). Todėl lygtis x + / x — 4 = 6 turi tik vieną šaknį x = 5. 
Taigi duotoji nelygybė bus teisinga, jei 4 < x < 5. 

Atsakymas. x < [4; 5). 


157 uždavinys. Išspręskite nelygybę у 2х — 5 >-1. 

Sprendimas. Atrodytų, jei kairioji nelygybės pusė teigiama, o 
dešinioji – neigiama, galima bet kuri x reikšmė. Tačiau privalu laiky- 
tis tam tikros sąlygos: 2x — 5 > 0. 

Atsakymas. x > 2,5. 


158 uždavinys. Išspręskite nelygybę / 2 — x? <х + 1. 
Sprendimas. Pakeliame abi nelygybės puses kvadratu: 
2-0 < x +2x + 1. 
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кине [= = ыз E +). 
Kadangi 2-*20;,*<2;|x| < (су == г—1 ыа, 
L GETE | 
/2; 2 U 2 x /2 |. 


Dar liko neįvykdyta x + 1 > 0 sąlyga, būtina keliant abi nelygybės 
puses kvadratu. 


Kadangi „ыз <-l,tai x € тен JI 


Atsakymas. Е / 2. | 


tai x € 


159 uždavinys: Išspręskite nelygybę 
/lx+ 1|— 1> /lx 1|— 2003. 
Atsakymas. х є (—o; —2004] U [2002; +оо). 


160 uždavinys. Kiek natūraliųjų skaičių tenkina nelygybę 


2000 < / n : (n + 1) < 2005? 

Sprendimas. Jei 2000 < / п · (n + 1),tai 2000 : 2000 <и : (n + 1) 
ir todėl n > 2000 (1). 

Jei /n-(n + 1) < 2005, tai n - (n + 1) < 2005 - 2005 ir todėl 
n < 2004 (2). 

Iš (1) ir (2) išplaukia: 2000 < n < 2004, n є N. Tokių skaičių yra 
penki: 2000, 2001, 2002, 2003, 2004. 

Atsakymas. Penki. 


161 uždavinys. Skaičių x, y ir z suma lygi 0. Įrodykite, kad 
х?у? + y2z2 + z2x2 + 3 > 6xyz. 

Sprendimas. Sudarykime šios nelygybės kairiosios ir dešiniosios 
pusių skirtumą prie jo pridėdami lygų nuliui reiškinį 

(x+y+z} -2 . (x+y +2) іг įrodykime, kad gautasis reiškinys nėra 
mažesnis už nulį: 
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(22 + у 43) блуг + (к+у+2—2(х+у+)= 
= (х?у? +22 + ] — 2xyz + 2xy — 22) + (222 + x2 + 1 — 2xyz + 2yz — 2x) + 
+ (202 + у? + 1 — 2xyz + 2zx — 2y) = (zy -z + 12 + (2 —x + 1} + 
+(zx—y + 1)2 > 0. 

Teiginys įrodytas. 


162 uždavinys. Įrodykite, kad bet kuriems teigiamiesiems skai- 
a+b 
čiams a ir b galioja nelygybė a*- b° < (246) ; 
Sprendimas. Tarkime, kad a > b. 


Pasinaudokime nelygybe ?? + n > /m:n: 


СЕ зуе а у 

Žo sm а. у 
abs — ар" ab. ba  \b T ° 

ką ir reikėjo įrodyti. 


163 uždavinys. Įrodykite, kad x? – 1 > 2 lnx, kai x > 1. 
Sprendimas. Užrašome funkciją Дх) = х? – 1 — 2 lnx, apibrėžiamą 
xZ 1 intervale, f (1) = 0. 
Kadangi /'(х) = 2x — 2 
ir jei x > 1, tai f(x) > 0. 
Taigix?— 1 — 2 Inx > 0; x? — 1 > 2 Inx. 


_2@°— 1) 


z > 0, jeigu x > 1, tai f(x) didėja; 


164 uždavinys. Išspręskite nelygybę log, „(x7 + 2х — 8) > —4. 

Sprendimas. log, (x° + 2х — 8) 2 log, (0,5)*. Kadangi logarit- 
mo pagrindas mažesnis už 1, tai х? + 2x — 8 < 16. 

|. 2х – 24 < 0, 


Sprendiniai: 6 < x < 4; 2 < x < 4. 
x2+ 2x — 8 > 0. 
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165 uždavinys. Išspręskite nelygybę log, 2(5x + 6) > I. 
Sprendimas. 


4x2> 1, 
1) 4x2 > 1; 5x + 6 > 4х?, 
4х?— 5x — 6 < 0. 
3 1.1 
-1<Х<—% 2 < x < 2. 


2) 4x? < 1; 5х + 6 < 4x. 


Logaritmo pagrindas negali būti lygus 0; x = 0, 5х + 6 > 0. 
Gautume keturių nelygybių sistemą, kuri būtų nesuderinama. 


Atsakymas. -| <x <—: 4 < x < 2. 


166 uždavinys. Įrodykite, kad: 

a) e*> ] + x; 

b) x> In (1 + x) teisinga visais atvejais, jei x є (0; +оо). 

Sprendimai. 

a) Nagrinėjame у = ех — 1 — x funkciją. Kadangi y'= е* – 1, у'> 0, 
jei x є (0; +оо) ir y (0) = 0, tai y = e* – 1 — x yra didėjančioji funkcija, 
*-1-x>Oire*>1+x. 

b) Įrodome analogiškai. 


7. Lygtys ir nelygybės su moduliais. 
Sveikoji ir trupmeninė skaičiaus dalis 


167 uždavinys. Išspręskite lygtį |52? — 3| = 

Sprendimas. Sprendžiant lygtis su moduliu dažniausiai taikomas 
modulio apibrėžimas. Kartais būna tikslinga lygtį pakelti kvadratu: 

(5x* — 3)? = 22; (5х2 – 3)° — 2° = 0; (5x7—5)-(5x2—1)=0. 


E _ 5 
x tl, x45 tig: 
+ 


/5 


Atsakymas. +1, 


168 uždavinys. Įrodykite, kad: 

1) |4 < b, jeigu —b < a < b; 

2) —Ь <a < b, jeigu |а| < b. 

Sprendimai. 

1) Jeigu —b < a < b, tai —b <a ir a < b, taigi O<a+bira-b< 0. 
Bet tada (a + b) · (a — b) < 0; 2 — b? < 0. 

Gauname а? < b?, |а| < b. 

2) (a) Jeigu a > 0, tai |a| = a, ir duotoji nelygybë ekvivalentiška 
a<b. 

Kadangi—b < 0, о a yra teigiamasis skaičius, tai —b < a. Taigi jeigu 
а> 0, 1а р <а <р. 

(b) Jeigu a < O, tai |a| = —a, ir iš duotosios nelygybės gauname 
—a < b. Iš čia a > -b. Be to, b > 0, o neigiamasis skaičius mažesnis už 
teigiamąjį, todėl a < b. 

Taigi ir šiuo atveju —b < a < b. 


169 uždavinys. Įrodykite, kad |a + b| < |а| + |b|. 
Sprendimas. Kai a ir b reikšmės bet kokios: 
—Ja| <a < |а|, -|b| < b < |b]. 

Sudedame šias nelygybes: 
(la| + 10) <a + b < (а| + |b)). 

Pritaikome 168 uždavinio 1) punkto įrodymą ir gauname: 
la + b| < (la| + |b) = Jal + |b. 
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170 uždavinys. Įrodykite, kad |a — b| 2 |а| — |b]. 
Sprendimas. Kadangi a = (a — b) + b, tai 
la| = (а b) + b| < |a — b| + |b|; |a — b| > |a| — |]. 


171 uždavinys. Įrodykite, kad и skaičių sumos modulis neviršija 
šių skaičių modulių sumos |a + а, +... + a| <|a | + |а, +... + |a |. 

Sprendimas. Taikykime indukcijos metodą skaičiams и atžvilgiu. 
Jei n = 2, nelygybė teisinga, nes |a, +а,| < |a | + |a,| (žr. 169 uždavinį). 

Tegul ja, +a, +... +a] <la |+ |a,| +... + |a |, kai 2 < k < n. 

Tada |а, +a, +... +a +a. |< |0, +a, +... +а,|+ la | < +12 | + 
+... + Jad + la 

Belieka remtis matematinės indukcijos principu. 


k+1 


172 uždavinys. Išspręskite lygtį |x — 3| “= I. 

Sprendimas. 

х 8х + 15 — (,2_8у+15=0;х=3;х,=5. 

х—2 l 2 

x, — pašalinė šaknis, nes x = 3 atveju lygties laipsnio pagrindas būtų 
lygus nuliui. Tai dar nėra galutinis uždavinio atsakymas. Privalu išnagri- 
nėti |x — 3| = I atvejį. Gauname x, = 4; х, = 2. Antroji šaknis negali būti 
sprendinys, nes x = 2 atveju neapibrėžiamas duotosios lygties laipsnio 
rodiklis. 

Atsakymas. x = 4; x = 5. 


173 uždavinys. Išspręskite lygtį |& Z 18] „29 = р 

Sprendimas. Sveikąja skaičiaus x dalimi vadinamas didžiausias 
sveikasis, bet ne didesnis už x skaičius. Sveikoji skaičiaus x, [x] dalis 
žymima F(x) (entier — sveikas; рғапс.). 

Pagrindinės sveikosios skaičiaus dalies savybės: 

1. Jeigu [y] = п, tai 

а) и – sveikasis skaičius; 

Ъ)у=и+а, Каі 0 <a < 1; 

с)0< y-n <1. 
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2. Jeigu [n] = [v], tai n = m + a, v = m + В, kai 0 < a, В < 1, todėl 
и-у=0-В 11-1 <и-у<1. 

3. Jeigu и yra sveikasis skaičius, tai [и + x] = и + [x]; 
Px] < х<[х] +1. 


Funkcijos y = [x] grafikas: 


У 


Funkcija у = {х} vadinama trupmenine skaičiaus dalimi. Ji apibrė- 
Жашта kaip {x} = x — [x]. Ši funkcija nėra neigiamoji, ji dalimis tolydi, 
jos periodas T= 1. 


Funkcijos y = {х} grafikas: 


y 
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Grįžtame prie uždavinio. Tegul (*) 
_ 112-16. | 117 + 22| 
Tada x = 16 A 14 |=: 


Pagal skaičiaus sveikosios dalies apibrėžimą 0 < шы = t<1. 


l6Gx + 1) _ 
— ttez. 


2 1 
Gauname 23 < t< 13: 


Kadangi t – sveikasis skaičius, tai 7 = 3; 4; 5; 6; 7. Įrašę kiekvieną 
iš šių reikšmių į (*) lygtį, gauname penkias šios lygties šaknis: 


11:13; 21; 31, 313 


16? 16° "87 "16" 
174 uždavinys. Išspręskite lygtį Е 2112-х | 
ji х +1 3. | 
Sprendimas. Kairėje lygties pusėje yra sveikasis skaičius, todėl 
2 3 X =n, neZ. 


Iš čia x = 2 – 3 · n ir lygtis tampa: 


Kairioji šios lygties pusė gali turėti tiktai šias reikšmes: 0 (kai n = 0), 
l (kai n > 1, n + 2) arba 2 (kai n = 2), todėl pakanka patikrinti 
n = 0, +1, +2. Tinka tiktai n = 0 ir n = 2. Atitinkamai x = 2 ir x = —4. 
Atsakymas. —4; 2. 


175 uždavinys. Išspręskite lygtį [x] + © ={х} + „L. 
[x] 4х) 
Sprendimas. Perrašykime duotąją lygtį: 
EAS Qh] ОСЬ \= 
(81 080) (у = р) 0 007-680) -TA 


Iš čia [x] – {х} =0 афа {х} [x]=1. 


1) Jeigu [х] — {х} = 0, їаіх= 0, пеѕ 0 < {х} < 1. Веіх = 0 пејеіпа 
į duotosios lygties apibrėžimo sritį. 


82 Lygtys ir nelygybės su moduliais 


2) Jeigu {х} - [x]=1., tai [x] > 1, nes 0 < {x} < 1. 
Iš čiax=k + 1, kurk e N,k#1. 
Atsakymas. k + 1 „ke N,kz 1. 


176 uždavinys. Įrodykite, kad lygtis {x°} + (x) — 1 = 0 neturi 
racionaliųjų sprendinių. 

Sprendimas. Pabandykime įrodyti tai prieštaros metodu. Tarkime, 
kad duotoji lygtis turi racionalųjį sprendinį x = [x] + A kur p ir q yra 


tarpusavyje pirminiai skaičiai. Tada 


td Р) [ta + 2}- 1=0, 


+ е А ен 


2р - [x] | Р 
| g tų tg L. 


Jei dviejų skaičių trupmeninių dalių suma lygi 1, tai pačių skaičių 
suma yra sveikasis skaičius. 


Todėl к + 2 +2 =ппе2 2р 2] + p + Eng. 
Kadangi 2р[ х] + p іг пд yra sveikieji skaičiai, о p ir g tarpusavyje 
pirminiai skaičiai, tai paskutinė lygybė galima tik kai g = +1. 
Bet tada x = [x] + - yra sveikasis skaičius ir {х} + {х} = 0. Tai 
prieštarauja uždavinio sąlygai. Vadinasi, prielaida buvo neteisinga ir 


duotoji lygtis neturi racionaliųjų sprendinių. 


177 uždavinys. Raskite mažiausią teigiamąjį skaičių x, kuris atitiktų 
nelygybę [х]: {х} > 3. 
Sprendimas. Kadangi a. < 1,0 [x]; {x} > 3,tai [x] > 3. 


Jeigu [x] =4, tai {x} > P []^4=975* x > 475. 


Jeigu [x] > 5,tai x > [x] > 5 > 4.75. 
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Vadinasi, mažiausias teigiamasis duotosios nelygybės sprendinys 
yra 4,75. 
Atsakymas. 4,75. 


178 uždavinys. Išspręskite lygtį E = бх | = IS (Ж 


Sprendimas. Pažymėkime 


= f, kur: e Z. 


[10 + 39 
40 


15х—7 
5 


Tada х = э? ir duotoji lygtis tampa = f 
Pagal sveikosios skaičiaus dalies apibrėžimą 


10: + 39 1 1 


Vadinasi, / lygi 0 arba I, tada x = E arba x = $. 
7.4 
Atsakymas. 155 5 


179 uždavinys. Išspręskite nelygybę |sinx | + |cosx | < 1. 
Sprendimas. Pertvarkykime kairiąją nelygybės pusę: 


Isinx| + |cosx|= /(Isinx| + |cosx |)? = 


= /1 + 2|sinx|-|cosx| > 1. 
Vadinasi, duotoji nelygybė neturi sprendinių. 
Atsakymas. Sprendinių nėra. 


180 uždavinys. Tarkime, kad k ir m yra tarpusavyje pirminiai 
skaičiai iš natūraliųjų skaičių nuo 1 iki z eilės. Kiek yra skaičių šioje 
eilėje, kurie dalijasi bent iš vieno k ir m skaičių? 

Sprendimas. Jeigu [p] yra sveikoji skaičiaus p dalis, kuri neviršija 
р, tai skaičių eilėje nuo 1 iki п yra B skaičių, kurie dalijasi iš k ir 
B skaičių, kurie dalijasi iš m. Kiekvieną kartą turime galvoje ir 


tuos skaičius, kurie dalijasi iš sandaugos km. Tokių skaičių yra F! 
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* В ras ge n n| | n а 
Vadinasi, skaičių 1, 2, ..., n eilėje yra [Н + H ЕЗ skaičių, 
kurie dalijasi iš bent vieno k arba m skaičiaus. 


n n 
Atsakymas. | n| + | а 


п 
km| 


Pastaba. Jei p yra pirminis skaičius, o n є M, tai п! = 1: 2:3... n 


dalijasi iš р“, kur k = B + 


n| |.| + ... ir nesidalija iš didesniojo 
p p 

skaičiaus p laipsnio. Iš tikrųjų pagal uždavinio sprendimą tarp skaičių 
n 


1, 2,3, ... n iš p dalijasi р? skaičių іг taip 


z| skaičių, iš p? dalijasi 


toliau. Vadinasi, skaidinyje į pirminius daugiklius n! skaičius p įeina į 
n 


2 


п 


Like 
aipsnius p + 


+ ..., todėl n’ dalijasi iš p“ ir nesidalija iš p", 


kai / > k. 


8. Lygčių sprendimas sveikaisiais skaičiais 


181 uždavinys. Raskite visus sveikuosius skaičius x ir y, tenkinan- 
čius lygybę 2х + 5y = ху – 1. 

Sprendimas. Perrašome lygybę (х— 5): (у– 2) = 11. Jos sprendiniai: 
(-6; 1), (4; -9), (6; 13), (16; 3). 


182 uždavinys. Kokios turi būti a reikšmės, kad lygtis 

ax? + 3x +2a2— 3 = 0 
turëtu tik sveikuosius sprendinius? 

Sprendimas. Jei a = 0, tai x = 1. Tarkime, kad a = 0. Jei x, ir x, уга 
sveikieji sprendiniai, tai pagal Vieto teoremą 


m= 3 
х+х,= == aa x х,=2а- 2. 
Jie taip pat sveikieji skaičiai. Іг jų skirtumas, lygus 2a, уга sveikasis 


3 


2 turėtų būti sveikasis skaičius. Patikrinę įsitikiname, 


kad tai įmanoma tik tada, kai a = -4, 3 е 


skaičius. Taigi ir 
leg 3 
Atsakymas. —5; 0; >: 


183 uždavinys. Išspręskite lygtį x? — 2y?= 1, kai x ir y yra pirminiai 
skaičiai. 

Sprendimas. Kadangi 2? yra lyginis skaičius, tai x turėtų būti nely- 
ginis. Perrašome lygtį: 

2yž=(x-1)-(x+ 1). 

Dešiniąją lygties pusę galima padalyti iš 4, taigi y turėtų būti įma- 
noma padalyti iš 2. 

y yra pirminis skaičius, ir y = 2 (vienintelis lyginis pirminis 
skaičius). 

Тада 8 = (x - 1) - (x+ 1); x = 3. 

Atsakymas. (3; 2). 
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184 uždavinys. 102 cm ilgio vielą reikia sukarpyti dalimis po 
15 cm ir 12 cm. Ar galima taip sukarpyti visą vielą? 

Sprendimas. Jeigu 15 cm ilgio gabalėlių yra x, o 12 cm ilgio 
gabalėlių yra y, tai 

15х + 12у = 102; 5х + 4y = 34. 
ке 5 4y =6 + ж=ду -2 26 „AUD D. у= 1,у„= 6. 
Tada x, = 6, x, = 2. Galimi du atsakymo variantai: 
102=15-2+12-6arba102=15-6+12- 1. 
Atsakymas. Galima. 


В ae 


185 uždavinys. Išspręskite lygtį ху = x + у sveikaisiais skaičiais. 

Sprendimas. Perrašome lygtį: 

xy-x-y+1=1;(x-1)-(y-1)=1. 

Dviejų sveikųjų skaičių sandauga lygi 1, jei x- 1 =y- 1 = 1 arba 
x-1=y-1=-l. 

Taigi x=y=2arbax=y=0. 

Atsakymas. (0; 0), (2; 2). 


186 uždavinys. Išspręskite lygtį бх? + 5y? = 74 sveikaisiais 
skaičiais. 

Sprendimas. 6x2 — 24 = 50 — 5y*; 602 — 4) = 5(10 — }2). 
Pažymime х? — 4 = 5и, 10 — у? = бу. 


Tada 30и = 30v, u = v; х2 = 4 + 5и; 4 + 5и > 0іги> — 2, 
Analogiškai 10 — у? = 6u; у2= 10— 6u; 10 — 6u 2 O ir u < 3. 
Taigi -4 < u < 5; и=0афаи=1. 


Jeigu и = у = 0, tai y? = 10 ir sveikųjų sprendinių nėra. 
Jeigu u = v= 1, tai x?=9, у= 4. 
Atsakymas. (3; 2), (3; -2), (-3; 2), (-3; –2). 
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187 uždavinys. Išspręskite lygtį 19x? + 28у? = 729 sveikaisiais 
skaičiais. 

Sprendimas. Pagal sąlygą gauname: 

(18x2 + 27у”) + (х? + у?) = 729. 
Kadangi 729:3, (18x? + 275*):3, tai ir (2 + y?):3. Todėl x = Зи, y = 3v 
ir 1942 + 282 = 81. 

Pritaikę šį būdą dar kartą gauname: 

(1802 + 27v2) + (и? + v?) = 81; u = 31, у = 35 ir 192 + 2852 = 9. 

Ši lygtis neturi sveikųjų sprendinių. Taigi ir duotoji lygtis neturės 
sveikųjų sprendinių. 

Atsakymas. Sprendinių nėra. 


188 uždavinys. Išspręskite lygtį 24 + P + = 
skaičiais. 

Sprendimas. Pertvarkome duotąją lygtį: 

2x2y2 + 2x2z2 + 2y2z2 = 6xyz. 
Iš karto aišku, kad xyz > 0. 

(х?у? — 2x2yz + х?2?) + (х?2? — 2xz2y + yz) + (222 — 2ху22 + x2y2) = 

= 6xyz — 2x2yz — 2xz2y — 2ху22; 

(ху — х2)? + (х2 — yz) + (yz – ху)? = 2xyz : (1 —x) + (1 —y) + (1 —2)). 

Kairioji lygties pusė nėra neigiama ir kadangi xyz > O, tai sveikųjų 
skaičių sprendinys x = y =z = 1. Kitus sprendinius gauname atsižvelg- 
dami į lygties simetriją. 

Atsakymas. (1; 1; 1), (-1; –1; 1), (-1; 1; —1), (1; -1; -1). 


= 3 sveikaisiais 


189 uždavinys. Išspręskite lygtį natūraliųjų skaičių aibėje 

X + y + z = хуг. 

Sprendimas. x, y ir z negali būti lygūs tuo pat metu. 

Tegul x < у < 2 (lygtis simetrinė kintamųjų atžvilgiu). 

Tada x + y + z < 32 ir xyz < 32 (kadangi x + y + z = хул); xy < 3. 
Kadangi nerašome lygybės ženklo, tai xy < 3, ху = 1 arba xy = 2. 
Jeigu xy = 2, tai x = 1,у= 2irz=3. Jeigu ху = 1, tai x = у = 1 ir lygtis 
2 +z = 2 neturi sprendinių. 

Atsakymas. (1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), (2; 3; 1), (3; 1; 2), 
(3; 2; 1). 
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190 uždavinys. Išspręskite lygčių sistemą: N a р > sveikaisiais 
skaičiais. ху—4°=1 

Sprendimas. 

1 būdas. xy = 1 +22, todėl xy > O ir net xy > 1. Aišku, kad x ir y yra to 
paties ženklo, o kadangi x + y = 2, tai x > 0, у> Oirnetgi x > 1, y > 1. 
Gauname x=y= lir z=0. 

2 būdas. Kadangi x + y = 2 пху = 1 + 2, tai x ir y yra lygties 
Ë —2t + (1 + 22) = 0 šaknys. 

ta 1+/—z. Tai įmanoma, jei z = 0; 4 =x=l,t=y= 1. 

Atsakymas. (1; 1; 0). 


191 uždavinys. Išspręskite lygtį ах + by + c = O sveikaisiais 
skaičiais, jeigu DBD (a; Б) = 1. 

Sprendimas. Tarkime, kad (х; у,) yra lygties sprendinys. 

Taigi ax, + by, + с = 0 yra teisinga lygybė. 


Tada ах — ax, + by — by, = 0; у -y = 209—0 x) 


Kadangi y — y, yra sveikasis skaičius, o a ir b tarpusavyje pirmi- 
niai skaičiai, tai x, — x dalijasi iš b, x, —x = bt, kai # sveikasis skaičius. 
Tada y — y, = at. 

Taigi jeigu (x; y) yra duotosios lygties sprendinys, tai visi 
sprendiniai: 

(=) x =x,- bt, y =y, + at, Ка1т=0,+1,+2,.... 

Įsitikinkime, kad (x,; y,) apskaičiuotas pagal (*) formules ir yra 
lygties sprendinys: 

X = X, — bt iry =y tat; 

ax + by, + c = a(x, — bt.) + b(y, + at) + c = (ax, + by, + c) = 0; 
(х0; Yo) — duotosios lygties sprendinys. Taigi žinant bent vieną sprendinį 
galima rasti ir visus kitus lygties ах + by + с = 0 (DBD (а; b) = 1) 
sprendinius. 

Kad būtų aiškiau, išspręskime lygtį 127x – 52у + 1 = 0. 

Pertvarkome Ž santykį (koeficientai х ir y), kiekvieną kartą 
išskirdami sveikąją netaisyklingosios trupmenos dalį: 
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127 
52 


=2 + 
2+ 


1 
1+5 


Gausime baigtinę trupmeną. 
Atmetame paskutinę šios grandinės trupmenos grandį 1 іг gautąją 
trupmeną paverčiame paprastąja: 


2+ L =2 + L-=2+4=42. 
2+ 1 2+4 
3+1 
Randame skirtumą: 
127 _ 22 1143-1144 __ 1 
52 9 52:9 — 52.97 


Iš čia127-9-52-22+1=0. 

Sugretinę šią išraišką su duotąja lygtimi 127x – 52y + 1 = 0 randame 
lygties sprendinius: x = 9, y = 22. Šios lygties sprendimas pagrįstas 
aritmetine progresija: x = 9 + 52t, y = 22 + 127, t= 0; +1, .... 

Pastabos. 1) Galima įrodyti, kad visi lygties x? + у? = 2? sveikieji 
sprendiniai turi šią išraišką: 


* 2 2 2 . . . ` ` 
x=u:v,y= H 5. ‚ z = H > „kai u ir v (v < и) yra nelyginiai 


tarpusavyje pirminiai skaičiai. 

2) Neapibrėžtąją ax + by = c lygtį 1624 m. išsprendė prancūzų 
matematikas Bašė de Mezirjakas. Jis naudojosi grandininių trupmenų 
metodu. XVIII a. tokias lygtis nagrinėjo Leonardas Oileris. Grandininių 
trupmenų metodą taikė ir J. Ž. Lagranžas. 


192 uždavinys. Raskite bent 7 lygties х? + y? + 22 + 10 = xyz 
sprendinius, išreikštus natūraliaisiais skaičiais. 

Sprendimas. Kadangi lygtis yra simetrinė kintamųjų x, у, z atžvilgiu, 
radę vieną lygties sprendinį (х; y;; 2,) rasime ir sprendinius (х,; Z; Yo), 
(Vy; xo; Zo), (yy; Z Xo)» Eos Ху; yo), Eos Yas xo). 

Nesunku pastebėti, kad x = y = z negali būti duotosios lygties 
sprendiniais aibėje N. 
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Ši lygybė reikštų, kad 3x2 + 10 = х3; x? · (x — 3) = 10. Nėra tokio 
natūraliojo skaičiaus, kurį pakėlę kvadratu ir padauginę iš (x — 3) 
gautume 10. 

Panagrinėkime duotąją lygtį kaip kvadratinę x atžvilgiu: 

x2 — (yz) ` x + (2 +2 + 10) = 0. 

Lygtis turės sprendinių, jei 

D > 0: 

D =y: 2— 4(у* + 2 + 10) > 0; 

у: (2 4) —4(2— 4) – 56 > 0; 

"Р = (2° — 4) (у – 4)— 56. 

Kadangi x yra natūralusis skaičius, tai D = P yra pilnasis 
kvadratas: 

(22 4) · (у2– 4) – 56 = 12. 

Tuo įsitikiname patikrinę: jei у = 3, z = 5, tai x = 4 arba х = 11, 
o sprendiniai (4; 3; 5) ir (11; 3; 5). Jei у = 3, z = 7, tai x = 4 arba 
x= 17, o sprendiniai (4; 3; 7) ir (17; 3; 7). Jei y = 4 ir z = 5, tai x = 17, 
sprendinys (17; 4; 5). Kiekvienas iš rastųjų 5 sprendinių padeda surasti 
6 sprendinius, todėl galime sužinoti 30 šios lygties sprendinių № aibėje 
(dar 12 sprendinių gauname iš skaičių trejetų (25; 4; 7) ir (28; 3; 1)). 

Pastaba. Net dvi iš (x; y; z) reikšmių negali būti lyginiai skaičiai. 
Jei, pavyzdžiui, x, = 2k, y, = 2n, tai 4k + 4п?+ 2? + 10 = 4knz. Skaičius 
z negali būti lyginis, nes 10 nesidalija iš 4. Bet z negali būti ir nelyginis 
skaičius, nes jei z = 2m + 1, tai 4/2 + 4n? + 4т? + 4m +11 =4Akn(2m+ I), 
О 11 nesidalija iš 4. Taigi vienas iš nežinomųjų gali būti lyginis, o kiti du 
nelyginiai, arba visi trys sprendiniai — nelyginiai skaičiai. 


9. Lygtys ir nelygybės su parametrais 


193 uždavinys. Raskite visus sveikuosius skaičius, kuriais gali būti 


5п + 6 
8n + 7° 


Sprendimas. Jei trupmena supaprastinama iš k, tai 5n + 6 ir 8n + 7 
dalijasi iš k. Bet tada ir 8 · (5n + 6), ir 5 · (8n + 7), ir jų skirtumas dalijasi 
iš k. Bet 8. (5n + 6) — 5 · (8n + 7) = 13. Todėl k = 13. Tokios trupmenos 


эп+6_26_2 
8n+7 39 3: 


supaprastinta trupmena kai п — sveikasis skaičius. 


pavyzdys, kai n = 4: 


Atsakymas. 13. 


194 uždavinys. Išspręskite lygtį /x-1=x-a. 

Sprendimas. Perrašome lygtį x – 1 — /x-1+1-a=0ir 
nagrinėjame ја kaip kvadratinę /x — 1 atžvilgiu. Randame lygties 
diskriminantą: D = 4a — 3. Lygtis turi realiųjų sprendinių, jei 


/х-1=1—У2@=3 


> 


| уа ре рава 

Pirmoji lygtis turi sprendinį, jei dešinioji pusė nėra neigiama: 
1—/4а—3 > 0, каіа<1. 

Kai 2 <a< 1, randame 


= 2а+1-у4а—3., _2а+1+у4а- 3 
= 5 . 


Xi 2 2; 


Išvada. Kai į < а I, lygtis turi 2 šaknis: x, ir x,; kai a > 1, vieną 


šaknį x,; kai a < 2, lygtis neturi realiųjų sprendinių. 
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195 uždavinys. Kokios turi būti a reikšmės, kad lygčių 
4соз?х = а? — 6 ir 1 — соѕ2х = © 


sprendinių aibė sutaptų? 


Sprendimas. Pertvarkome lygtis: cos2x = a° > 8 ; cos2x= 1 6. 


Tada 4—8 =1 – 9; 3@ +а-30=0;а=3;а,= –10. 

Beje, jei duotosios lygtys tam tikrais atvejais neturėtų ѕргеп- 
dinių, tai sprendinių aibė taip pat turėtų sutapti. Taigi sprendžiame 
lygčių sistemą: 


Eko А 

|28 „1, |la*-8<-2; se 
а_1>1 l 

1-21. 6 | а> 12, 
= аг а < 0. 


Šios sistemos sprendinys а є (оо; – 10) U (— 6; 0) U (12; +оо). 
Atsakymas. a < –10, агба -6 < a < 0, arba a = 3, arba a > 12. 


196 uždavinys. Raskite lygties е" = ax teigiamųjų šaknų 
skaičių. 
e 
7- 


Sprendimas. Turime а = 


a 


Jei a < 0, lygtis neturi sprendinių. 


Tegul a > 0. 
(x — 2) :е* 
3 


т ‚ х> 0. 


Išnagrinėsime funkciją у= с ;у = 
Jei 0 <х<2, у < 0, todėl intervale (0; 2] funkcija mažėjančioji. Jei 
x > 2, tai y' > 0, todėl intervale [2; +оо) funkcija didėjančioji. 

Mažiausia reikšmė intervale (0; +оо) kai x = 2: f (2) = le. 
Kadangi у yra tolydžioji funkcija ir y > +оо, kai x > +0 ir x > +оо, 
tai EQ) = [}e; +). 


Lygtys ir nelygybės su parametrais 93 


Taigi duotoji lygtis turi vieną šaknį, kai a = 1 e? (x = 2), dvi šaknis, 


kai a > he. Kai a < le, lygtis neturi šaknų. 


197 uždavinys. Raskite tokias parametro a reikšmes, kad lygtis 
ах? + 13x + 1 = 0 turėtų du skirtingus sprendinius. 

Sprendimas. Kvadratinė lygtis gali turėti du skirtingus realiuosius 
sprendinius, jei D = 169 — 4a > 0; a < 42,25. 

Bet jei a = 0, lygtis turi tik vieną šaknį. Taigi lygtis turės dvi 
skirtingas šaknis, jei а є (-0; 0) U (0; 42,25). 

Atsakymas. (—оо; 0) ‹ (0; 42,25). 


198 uždavinys. Raskite tokias parametro m reikšmes, kad lygtis 
2х? + 3x + m= 0 turėtų dvi skirtingas neigiamąsias šaknis. 


Sprendimas. Pritaikome Vieto teoremą: x, : x, = о? 


Kadangi х, ` x,> 0, tai т > 0. Bet D = 9 — 8 m > 0, tai yra m < 2. 


Taigi m € (o; 3). 


Atsakymas. m € (о; (| 
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5 = 


199 uždavinys. Nespresdami lygties ах? + 4x + "a 0 raskite jos 


šaknų kvadratų sumą. 
Sprendimas. х? + 4, + 2, = 0). 


1 2 =з 2 1 
Kadangi х? +x? = (x, + x,)2 — 2x x, tai 


х?+хг=(-4) - 2. Э = 6. 


Šiuo atveju padaryta dažnai pasitaikanti klaida. Pamiršta, kad 
Vieto teorema taikoma, kai lygtis turi 2 šaknis, kai D > 0. O šiuo atveju 
D=16-20=— 4<0. 

Taigi lygtis neturi šaknų. 


200 uždavinys. Kokios turi būti parametro a reikšmės, kad lygčių 
‚ x+y =a | И с н 
sistema turėtų vienintelį sprendinį? 
х+у=1 

Pastaba. Duotosios lygtys уга simetrinės kintamųjų atžvilgiu: jei 
skaičių pora (х,; у,) yra sistemos sprendinys, tai (у,; хо) taip pat bus 
sistemos sprendinys. Kad sistema turėtų tik vieną sprendinį, būtina, kad 
X, = у. Beje, sistema gali turėti kelis (x;; x,) tipo sprendinius arba išvis 
jų neturėti. 

Atsakymas. a = L, 


201 uždavinys. Raskite visas parametro a reikšmes, kad lygtis 
ах? – 2x + 1 = 0 turėtų dvi skirtingas šaknis. 
Atsakymas. a є (—c; 0) ‹ (0; 1). 


202 uždavinys. Raskite visas parametro p reikšmes, kad kvadratinė 
lygtis p : x2 + x + 2 = 0 turėtų vieną sprendinį. 
Pastaba. Sąlygoje nurodyta, kad lygtis yra kvadratinė, tai p z 0. 


Atsakymas. p = g: 
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203 uždavinys. Raskite visas parametro p reikšmes, kad lygties 
x? + px + 1 = 0 šaknų kvadratų suma būtų pati mažiausia. 

Sprendimas. Taikome Vieto teoremą: 

жү к= (X +%)5—2х=р°®=2. 

Mažiausia reikšmė, kai p = 0. Tačiau tada kvadratų suma 
x? + x = —2 yra neigiamasis skaičius. То negali būti. 

Kadangi x? + x; > 0, tai mažiausia reikšmė 0 ir todėl p? — 2 = 0; 
p= +/2. Tačiau esant tokiai p reikšmei duotoji lygtis iš viso neturi 
šaknų. Užrašome šaknų buvimo sąlygas: 

D=p'-420,p e (-0;-2] U [2; +оо). 

Suma х2 + x? = р? — 2 bus mažiausia, kai p = +2. 

Atsakymas. —2; 2. 


204 uždavinys. Kokios turi būti a reikšmės, kad visi nelygybių 
(0,4)“*! > (6,25)*-3 ir x? — бх + 4 < a? sprendiniai būtų tokie patys? 


; 2 х?+1 2 —2(a—3x) 
Sprendimas. (2) > (2) А 


Kadangi 0 < 2 < 1, tai x? + 1 <-2 : (а – 3х); xX — 6x + (1 + 2а) <0. 


Јеіа < 4, taix є [3 – /8 = 2а; 3 + /8 = 2а]. (1). 

Jei a > 4, tai kvadratinio trinario diskriminantas bus neigiamas 
ir nelygybė neturės sprendinių. Nelygybės х? —6x + 4— а? < 0 sprendinys 
хє (3 — /5 + aš; 3 + /5 + a°). (2). 

Intervalas (1) priklauso (2) intervalui, jei /5 + a? > /8 — 2a. 
Taigi 5 +а2 > 8 – 2а; 2 + 2a — 3 > 0, a e (—0;-3) U (1; +оо). 

Kadangi a < 4, randame a є (-0; —3) U (1; 4]. 

Atsakymas. (—o; —3) ‹ (1; 4]. 


205 uždavinys. Kokios turi būti a reikšmės, kad funkcijų 
у= 2ах + 1 ir y = (a — 6)х – 2 grafikai nesusikirstų? 

Sprendimas. Jei nėra susikirtimo taško, tai atitinkama lygčių 
sistema neturi ir sprendinių. Eliminuodami y randame: 

(а — 6)x2 — 2ax — 3 = 0; D = 4а? + 12(а – 6). 
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Turėtų būti: D < 0; а = -6; a, = 3. 

Kaia є (-6;3), D<0, sistema neturi sprendinių, grafikai nesusikerta. 
Jei koeficientas (a — 6) funkcijoje у = (a — 6)x? — 2 lygus nuliui (a = 6), 
tai gauname dvi susikertančiąsias tieses: y = 12x + 1 ir y = —2. 

Atsakymas. (—6; 3). 


206 uždavinys. Išspręskite lygtį sin3x + sin2x = m : sinx. 
Sprendimas. sin(2x + x) + sin2x — т. sinx = 0; 

sin2x · cosx + cos2x · sinx + sin2x — т. sinx = 0; 

sinx : (2с052х + cos2x + 2cosx - m) = 0; 

sinx : (4со$?х + 2cosx – m — 1) = 0. 


a) sin x= 0; x= ku, ke Z. 
b) 4cos?x + 2cosx —m — 1 = 0; (cosx),, = = Ут + 5 


Tada turėtų būti 4m + 5 > 0, tai yra m > –3. Jeigu m < -3, tai 


lygtis 4cos2x + 2cosx – m — 1 = O neturi sprendinių. Jei m > -Ž, būtina 


E EEE 
j < 1. 


dar viena sąlyga: kadangi |cos х| < I, tai 
ыы шее сеч < 1; |-1 +/4m+5]< 4; 
—4 < -1 + /4m + 5 < 4; —3 < /4т+5 < 5. 


Kairioji nelygybės pusė visada teisinga. Kad būtų teisinga dešinioji, 
turėtų būti 4m + 5 < 25, tai yra -3< т< 5. 


j шь аа 1; |1 — /4m + 5| < 4; 


-4 < -1— /4m + 5 < 4; —2 S m Š 1. 


Lygtis turi šiuos sprendinius: 
1) x = Ёл, jeigu m < –3; кє Z; 
1 уйт +3 jeigu 2 < m < 1; 


2) x, = ka, x, , = 2Ёл + агссоз— 
Кє 7; LZ 
3)x, = ka, x, ,= 2kr + arccos TL УИ" + Š jeigu 1<т<5; кє 2; 


4) х= ka, jeigu m > 5; k E Z. 
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207 uždavinys. Kokios turi būti parametro a reikšmės, kad lygčių 
| ме чомун. A o 
sistema turėtų vieną sprendinį? 
y?’— (2a + 1)y+a°— З= х 
Sprendimas. Jei x = m, y = n, tai ir x = n, y = m bus šios sistemos 
sprendinys. Taigi sprendinys bus vienintelis, kai x = y. 
Pertvarkome abi sistemos lygtis: x? – (2a + 1)х + 22 — 3 = x. 
Diskriminantas turi būti lygus nuliui: 
D= (2а +2? —-4(@ – 3) = 8a + 16 = 0; а= —2. 
. і А s En 
Kai a = —2, sistema atrodo taip: (*) 
у?+ 3y + 1= x. 
Iš pirmosios lygties atimame antrąją: (x — y) (х + y + 4) = O. Iš čia: 
а) јеірих+у+4= 0, у= —x - 4, tai iš pirmosios sistemos (*) lygties 
gauname: 
x +3х + 1 =—х—4; x? + 4x + 5 = 0 (neturi sprendinių); 
b) jeigu x — y = 0, y = x, tai x? +2x + 1 = 0; x=-1. 
Taigi kai a = –2, sistema turi vienintelį sprendinį (-1; —1). 
Atsakymas. а = –2. 


208 uždavinys. Kokios turi būti parametro а reikšmės, kad nelygybė 
2х + 2|х— a| + |x — 1| > 3 būtų teisinga, jei x — bet koks skaičius? 

Sprendimas. Grafiškai pavaizduota kairioji nelygybės pusė atrodys 
kaip laužtė su viršūnėmis taškuose x = a ir x = 1. Jei kiekviename 
iš šių taškų kairiosios nelygybės pusės reikšmė didesnė už 3, taip bus ir 
x esant bet kokiam skaičiui (minimumas, kai x = a arba x = 1). 

Taigi belieka išspręsti nelygybių sistemą: kai x = а, 2а + |a — 1| > 3, 
Каіх = 1,2|1-a|> 1. 


2a + а- 153 
2(a — 1)>1 


2a - (a — 1)>3 
—2(a — 1)>1 


nėra sprendinių 1 “>: а 
2 


Gauname a > 3. 


Atsakymas. a є (1,5; +оо). 


10. Didžiausios ir mažiausios galimos reikšmės 


209 uždavinys. Raskite didžiausią dviejų kintamųjų dydžių san- 
daugos reikšmę, jeigu jų suma pastovi. 

Sprendimas. Iš sąsajos tarp aritmetinio ir geometrinio vidurkio 
gauname 


age > /ab, a+b > 2/ab, a+ Ь?> 2ab, 
1 a+b : 
ab < 1 (a+ b°), ab < (atb) | 


Pasinaudokime pastarąja nelygybe. Tarkime, kad a ir b — teigiami 
kintamieji, о а + b = c pastovus dydis. 


2 2 
Kadangi ab < (2 r b) = (5) „tai didžiausia ab reikšmė yra S. 


210 uždavinys. Žinoma, kad skaičiai x,, x,, x,, x, х, уга neneigia- 
mieji Ir x +x, + x, + x, + x, = 1. 

Raskite didžiausią x, : x, + x, : x, + x, < x, + x, + x; reikšmę. 

Sprendimas. Aišku, kad 

ХАЖ, T RA O Ty; TA TA 


Kadangi а 2 0, 220, /a-b < аў}, tai ab < ем Todėl 


G +x +x) (z, + x) < (х\+ Xa Xa Xi Xs) _ 1 


4 47 
РИ 1 
Vadinasi, x: x, + x, x, + X; x, + x, ° X, < 4: 
э АЙ Л, з а а I S pa 
Reikšmė 4 gaunama, kai, pavyzdžiui, x, = x, = 2 Ir X, = X, = x; = 0. 


Atsakymas. 1. 
Pastaba. Analogiškai galima įrodyti, kad neneigiamųjų skaičių 
Xo X, = X. Kurių suma lygi 1, didžiausia x, : x, +x, X, T... L X "X 


1 n 
reikšmė yra į 
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211 uždavinys. Kas daugiau: 
a) 35% ar 73%, 

b) 33180 РЕ 32150 

с) log,6 ar 1ор„7; 


а sin 6° af sin T 9 
) sin 5 sin6 


Sprendimai. 

a) 3500 — (35)!% = 243100: 7300 — (Pye = 343100 

b) zat Е 29 398 _ = (29 = (512) 9% ga = 342148 > (3451 = 812”. 
Palyginkime laipsnių rodiklius: 3% A 2!# = 2147. 2; 3249 a 24 . 2; 


49 
99 a 8* . 2; ka N2; (3) A 2. Iš Niutono binomo skaidymo išplaukia 
Bernulio nelygybė: (1 + x)" > 1 + nx. Todėl 
49 49 
(8) =п+{) >1+49-1>7. 


8 8 8 
Vadinasi, 3% > 248, 
Kadangi 512 > 81, tai 23" > 32", 


с) Iš abiejų neapibrėžtos nelygybės log.6 A log,7 pusių atimkime 
po 1: 


log.6—1 л 108,7 – 1; logs|$) A logs|$). 


Kadangi logs($) > ов, |8) іг ов |8) > logs|Z), tai 


logs|$) > logi (2) ir log,6 > log,7. 


sin 6° A мат. 


d) Neapibrėžta nelygybė sin 5° ing’ ekvivalenti nelygybei 


sin26° л sin5° - sin7°. 
Bet sin26°= — o sin5° - sin7° = 1 - (соѕ2° — соѕ12°). Todėl 


1 – cos12° л со52° — сов12° ir 1 > соѕ2°. 
sin 6° i sin 7° 
5іп 5°“ sin6“' 

Atsakymai. а) 32% < 7300; b) 231% > 32”, с) log,6 > log 7; 
d) sinn6°_ sin7° 

sim5° sin6°' 


Vadinasi, 
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212 uždavinys. Įrodykite, kad mažiausia funkcijos y = x + а 


reikšmė, kai a > 0, x > 0, lygi 2/а. 
а 


XF 
Sprendimas. 5 X > Jy. S х + = > 2/a . Lygybė teisinga, 
јеіх=2=/а. 


Taigi mažiausia funkcijos х + = reikšmė 2/a,kai х= /а. 


213 uždavinys. Raskite didžiausią funkcijos у = x* · (32 — х?) 
reikšmę. 

Sprendimas. Kadangi х* + (32 — x“) = 32 pastovus skaičius, tai 
x* : (32 — x“) įgauna didžiausią reikšmę, kai xf = 32 — х“; x*= 16; 
25. (32 — 2*) = 256. 

Atsakymas. 256. 


214 uždavinys. Raskite didžiausią funkcijos y=/ x — 2 + /16 — x 
reikšmę. 

Sprendimas. Funkcijų y ir y? reikšmės didžiausios, kai argumento 
reikšmė ta pati (įrodykite). 

Pagal sąlygą y? = 14 +2/ (x — 2)(16 — x). 

Kadangi (x — 2) + (16 — x) = 14 pastovus dydis, sandauga 
(х — 2) : (16 — x) įgauna didžiausią reikšmę, kai x — 2 = 16 — x; x = 9. 
Tada y? = 28, у= / 28. 

Atsakymas. IST 


215 uždavinys. Kokia mažiausia 1 + $ reikšmė, jeigu x + y = 10, 


x> 0, y> 0? 


А 1,1 х+у_10 
Sprendimas. ря у= ху = ху 


Kadangi х + у = 10, tai у = 10 — x ir lų, 
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Mažiausią ieškomą reikšmę gausime, kai x (10 — x) reikšmė bus 
didžiausia, tai уга kai x = 10 — x, nes x + (10 — х) = 10 – const.; 
а di 1 = Ө 2 
x S y F y= s. S 5 


Atsakymas. 2. 


(4+ х): (1 + x) 


216 uždavinys. Raskite mažiausią reikšmę, jei 


x 
x — teigiamasis skaičius. 
Sprendimas. Kadangi 
(4+x) (1 +x) _ 4 а A 2r X 
= -Žix+5>42+5)+502+4>2, 


tai mažiausia reikšmė lygi 9. 
Atsakymas. 9. 


217 uždavinys. Raskite didžiausią triženklio skaičiaus ir jo skait- 
menų sumos santykio reikšmę. 

Sprendimas. Tarkime, kad abc = 100a + 10b + с yra triženklis 
skaičius. Jo skaitmenų suma lygi а + b + c. 

Akivaizdu, kad 100a + 10b + c < 100a + 1006 + 100c = 100 · (a + 


+Ь+с). 
100a + 106 +c < ZOO 6 -x; : 
Tada Taiki С 100; a00 tipo skaičiams toks santykis 
lygus 100. 


Atsakymas. 100. 


218 uždavinys. Krepšelis obuolių kainuoja 2 eurus, krepšelis kriau- 
šių — 3 eurus, о krepšelis slyvų — 4 eurus. Jeigu 8 krepšeliai šių vaisių 
kainuoja 23 eurus, tai kiek daugiausiai gali būti krepšelių su slyvomis? 

Sprendimas. Obuolių krepšelių skaičių pažymėkime x, kriau- 
šių — y, slyvų — Z. 

Kadangix+y+z=8,x=8-y-zir2x + 3y + 42 = 23, tai 


08 у 2) +3у+42=23;2= = 5 Didžiuda > yakami S. 


Atsakymas. 3. 
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219 uždavinys. Kokį didžiausią kiekį skaičių galima atrinkti iš 
skaičių 1, 2, 3, ..., 2008 eilės, kad jokių 2 skaičių suma nesidalytų iš jų 
skirtumo? 

Sprendimas. Atrinkime iš eilės 3k + 1, k = 0, 1, 2, ..., 669, tipo 
skaičius. Bet kurių 2 tokio tipo skaičių suma nesidalija iš 3, nes 
(Gk +1) + (3А + 1) =3 : (А + К.) + 2. O jų skirtumas dalijasi iš 3, nes 
(ЗК, + 1) - (3k,+ 1) = 3 : (k, - А). Vadinasi, šie skaičiai, o jų iš viso 
yra 670, tenkina uždavinio sąlygą. Ir šio skaičiaus negalima padidinti, 
nes rastume 2 skaičius, kurie skirtųsi vienas nuo kito 1 ar 2, o jų suma 
dalytųsi iš jų skirtumo. 

Atsakymas. 670. 


220 uždavinys. Raskite iškilajame keturkampyje ABCD tokį tašką 
M, kad atstumų nuo jo iki keturkampio viršūnių suma būtų minimali. 

Sprendimas. Iš trikampio nelygybės išplaukia, kad bet kuriam 
М taškui: MA + MC > AC ir MB + MD > BD. 

Sudėkime šias nelygybės: МА + МВ + MC + МР > AC + BD. 

Jeigu M- įstrižainių AC ir BD susikirtimo taškas, tai atstumų suma 
įgauna mažiausią reikšmę — ji bus lygi keturkampio diagonalių ilgių 
sumai. 


221 uždavinys. Tarkime, kad x > 0, у > 0 ir s — mažiausias iš skaičių 
X, y + 1, г Raskite didžiausią 5 reikšmę. 


Sprendimas. Tarkime, kad didžiausia s reikšmė lygi m. 


Jus эое Жош Л 1 1 2 
Тадах2 т, у 2 тігу S mY S yp ta S m 


Bet y +1 > m, vadinasi, m < 2, m < /2. 
Jeix= /2 ir + =/2 „tai m= /2 ; didžiausia s reikšmė lygi /2 ir 


12 


gaunama, kai x = ЙО, "EN 


Atsakymas. 42. 
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222 uždavinys. Raskite didžiausią ir mažiausią reiškinio 2x — 3y 
reikšmes, jei 3х2 — xy + 22 = 5. 


Sprendimas. Tarkime, kad 2х – 3y = t. Tada y = 2х 3 5 
Įstatykime y reikšmę į duotąją sąsają: 29x? — 5/х + 22 — 45 = 0. Ši 
kvadratinė x atžvilgiu lygtis turės sprendinių, jei 


D=25t?—4 -29 . (2t? – 45) 20. 


š x / 580 / 580 
Iš čia — 53 < t < 237 


Šios nelygybės kairėje pusėje yra mažiausia reikšmė / = 2х — 3y, o deši- 
nėje didžiausia. 


/580. _ /580 
Atsakymas. 223° = 23 š 


223 uždavinys. Tiesė у = kx + 2 kerta parabole у = x2 taškuose, 
kurių koordinatės (a; а?) ir (с; c?). Kokia turi būti £ > 0 reikšmė, 
kad a + c reikšmė būtų mažiausia? 

Sprendimas. Kadangi ka + 2 = а? ir kc + 2 = с2, tai 

(ka + 2)— (kc + 2) = а – с2; 

kla-c)=(a-c)-(a+c); 

а+с= к. 

Randame mažiausią k > 0 reikšmę, kada lygtis kx + 2 = x“ turi 
sprendinių. 

Lygties х? – kx — 2 = 0 diskriminantas D = K + 8. 

Mažiausia k = 0, tada D > 0. Taigi a + c įgyja mažiausią reikšmę, 
kai k= 0. 

Atsakymas. k = 0. 


224 uždavinys. Kuris skaičius didesnis: 69 ar 956? 

Sprendimas. Kadangi 23 < 32, tai (23)? < (32)22, tai уга 2% < 3%, 
Kadangi 265 < 347 Ir 255 . 365 < 347 į 369. {аі (2 А 3)% < 39765; 65 < 3112 = 
= 956, 

Atsakymas. 9**. 
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225 uždavinys. Raskite tokias parametro a, a є (оо; —4], reikšmes, 
kad mažesnioji lygties x? + ax — 3x — 2а — 2 = O šaknis įgytų mažiausią 
reikšmę. 

Sprendimas. а(х — 2) =— + 3x + 2. 

—х?+ 3x + 2 

x— 2 | 

Kadangi a < 4, tai 

=х2+ 3x + 2 < _ 4: (x — 1) ` (xz — 6) > 0 

x— 2 * ; x-2 a 

x € [1;2)U[6; + оо). 

Mažiausia reikšmė х = 1. Šiuo atveju а =—4. Taigi kai а =—4, mažes- 
nioji lygties šaknis įgyja mažiausią reikšmę. 

Atsakymas. a = 4. 


Каіх +2, а= 


226 uždavinys. Duotas smailusis trikampis АВС. AP, ВО, CR — јо 
aukštinės. Įrodykite, kad trikampio POR perimetras yra mažiausias iš 
visų į A4BC įbrėžtų trikampių perimetrų. 
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Sprendimas. Tegul O — aukštinių susikirtimo taškas. Kadangi 
ZORB = <OPB = 90°, tai apie keturkampį BPOR galima apibrėžti 
apskritimą. 

“ОВР = ZORP kaip įbrėžtiniai kampai, kurie remiasi į tą patį 
apskritimo lanką. ACBO statusis, todėl Z PBO = 90° — /ВСО. 

Kadangi PRO + <PRB = 90°, tai <ACB = <PRB. 

Pakartoję tai keturkampio AQOR atžvilgiu gauname <ARO = ACB. 

Taškai P ir O priklauso tai pačiai pusplokštumei, turinčiai kraš- 
tinę liniją АВ, todėl OR ir RP suma bus mažiausia tik tuo atveju, jei 
OR ir RP sudarys lygius kampus su АВ. (Įrodykite. Dar I a. šį uždavinį 
išsprendė Heronas Aleksandrietis nustatęs, kad šviesos spindulio kelias 
nuo taško А iki taško B, atsispindėdamas nuo veidrodžio taške С, yra 
trumpiausias atstumas nuo А iki B per veidrodžio plokštumą.) 

Jeigu APOR — uždavinio sprendinys, tai R minimizuoja sumą 
OR + КР, todėl ZQRA = <PRB. Taškai Р ir О minimizuoja RP + OP 
ir OR + OP, todėl ZRPB = ZQPC ir ZAQR = “СОР. 

Jeigu P, O, R — trikampio aukštinių pagrindai, tai nurodytos kampų 
lygybės tenkinamos. 

Pastaba. Šią minimizacijos problemą ištyrė vokiečių geometras 
Jakobas Šteineris XIX a. pradžioje. 


227 uždavinys. Duotas Za ir jame pažymėtas taškas M. Nubrėžkite 
per M tiesę, kuri nuo duoto kampo atkirstų mažiausio ploto trikampį. 
Sprendimas. Tegul 440B = а, MC 11 ОВ, MD 1 OA; MC = a, 


MD = b; OB = x; ОА = y. m 


Ž2 B 
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AAMC ~ AABO = 8 = > B, а ү „Бой „йр 


y x yx y 
Shior = 1 xysino. Reikia rasti mažiausią sandaugos xy reikšmę. 
Taikome Koši nelygybę: 
ал Баа Б. алй „ab. 
x7322 x B, (24 8) =] > 4 xy; ХУ 2 4ab. 
Beje, lygybė galima tik tada, kai 5 = 5 = L, Tada x = 2a, y = 2b; 


OD = DB; OC = СА ir М- atkarpos AB vidurys. 
Brėžiame MC II OB, žymime АС = ОС, per taškus A ir Mnubrėžiame 
tiesę. Trikampis АОВ yra ieškomasis. 


228 uždavinys. Pošaknio skaičius ir šaknies rodiklis — lygūs natū- 
ralieji skaičiai. Raskite didžiausią skaitmeninę šaknies reikšmę. 

Sprendimas. Analizuojame y = (x) ` funkciją, kai x > 0. Randame 
jos išvestinę. 


Kadangi Iny = —Inx, tai y' = хт: (1 =la), Išvestinė lygi 0, kai 


Inx=1,x=e. Ка 0<х<е, y'>0,0kaix>e, у'< 0. 
й 
Taigi kai x = е, funkcija у = (х) ` įgauna didžiausią reikšmę. 
x. š Фм {че А DS ë ; 
Siuo atveju х“ įgauna didžiausią reikšmę, kai x = 3, nes 3 – arti- 
miausias e natūralusis skaičius. Taigi didžiausia šaknies Vn reikšmė 


lygi 1⁄3. 
Atsakymas. 1⁄3. 


229 uždavinys. 180 padalykite į 3 teigiamus dėmenis taip, kad 
dviejų iš jų santykis būtų 1 : 2, о 3 dėmenų sandauga būtų didžiausia. 
Sprendimas. Tegul šie dėmenys bus x, y, z. Tada 


x+y+z= 180; 3 — 2:y=2z;x+3z= 180; x = 180 — 32. 
Randame didžiausią funkcijos 
g(z) = (180 — 32) · 22-2 = 36022 — 62°, kai z > O, reikšmę. 
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g'(z) = 720z — 1822 = 182 (40 — 2); g'(z) = 0, kai z = 0 ir z = 40: 


40 z 


Taigi x = 60, y = 80, z = 40. 
Atsakymas. 60, 80 ir 40. 


230 uždavinys. Atkarpoje, kurios galai yra stačiojo kampo 
kraštinėse, pažymėtas taškas, nutolęs nuo kampą sudarančių kraštinių 
santykiu 1 : 8. Raskite trumpiausią tos atkarpos ilgį. 

Sprendimas. Tegul ОА = x, OB = y. 


M + $ вом» 


8х 
х— 1 


11 1 1 
ÑA todėl 5 xy = 538x +51: y > y= 


ов = DAO 


В 


/ 


O x A 


Kadangi АВ? = OA? + OB, tai АВ? = 2 + у? = х2 + S 15 

Randame mažiausią šios išraiškos reikšmę, kai x > 1. Randame 
išvestinę ir prilyginame ją nuliui: 
128x(x — 1)2— 128х°(х— 1) A. S S a in 

(к Iy 0; (x 1) = 64; x = 5. 

Kadangi taške x = 5 išvestinė pakeičia ženklą iš „—“ į „+“, tai x = 5 
atitinka mažiausią funkcijos reikšmę. Trumpiausias atkarpos 4B ilgis 
yra 5/5. 

Atsakymas. 5/5. 


2x + 
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231 uždavinys. Skritulio išpjovos plotas lygus S. Raskite centrinio 
kampo, ties kuriuo sektoriaus perimetras bus mažiausias, reikšmę. 
Sprendimas. Jeigu р – sektoriaus perimetras, r — skritulio spindulys, 


1— sektoriaus lanko ilgis, tai S = їп, p=2r+l. 


Pasinaudokime santykiu tarp aritmetinio ir geometrinio vidurkių: 


l 
їй. ЕЕ T 
22-72 š Jy. = 48, 


be to, lygybė gaunama, kai r = $, [= 2ғ. Tai yra centrinis kampas lygus 
2 radianams: 


p. =4 VS. 


Atsakymas. 2 radianai. 


232 uždavinys. Kuris skaičius didesnis: /7 + /10 ar /3 +19? 
Sprendimas. Pažymėkime nelygybę V7T+/10A/3 + /19. 
Visi skaičiai teigiamieji, todėl nelygybę pakelkime kvadratu: 
7 + 10 + 2/70 A3 + 19 + 2/57. 
Iš abiejų pusių atimkime po 17 (nelygybė nuo to nepakis): 
2/70 52/57. 
Vėl pakelkime nelygybę kvadratu: 
280 л 25 + 228 + 20/57. 
Kadangi V57 > 7, tai dešinioji pusė didesnė. 
Taigi /7 + /10 < /3 + /19. 
Atsakymas. /3 + /19. 


I |. Funkcijos ir grafikai 


Хоп) — fx) 
— Х2 


Xi 
kokiems x, ir x, (x, # x,). Įrodykite, kad funkcija у = f(x) yra tiesinė. 

Sprendimas. Santykį pažymėkime k. Jeigu A (x; Y) ir M (x; y) — šios 
funkcijos grafiko taškai, tai 

ZOX =k y- y= k(z-x);y=y,+k(-x),y=k+ G Ёх,). 

Ši lygybė bus tenkinama ir tuo atveju, kai x = Xy Y = Yə be to, tiks 
bet kuriam funkcijos y = f(x) grafiko taškui. Taigi funkcija y = f(x) yra 
tiesinė. 

Pastaba. y = y, + k (x — х,) yra tiesės, einančios per tašką A (x;; у,) 
ir turinčios krypties koeficientą k, lygtis. 

Kadangi k = f'(x,), tai y = f(x) + f'(x) : Œ- X,) yra funkcijos y = f(x) 
grafiko liestinės, išvestos per tašką, kurio koordinatės (x; f(x), lygtis. 


233 uždavinys. Santykis yra pastovus esant bet 


234 uždavinys. Įrodykite, kad kvadratinės funkcijos grafikas ir jo 
liestinė turi vienintelį bendrą tašką. 

Sprendimas. Funkcijos Ax) = ах? + bx + c grafiko liestinės taške, 
kurio abscisė x,, lygtis: 

у= (дах +b): x — ax + c. 

Randame duotosios funkcijos grafiko ir liestinės susikirtimo taškų 
abscises: 

ах? + bx + c = (2ах + b) x — ах? + с = > ах? — 2ax, ' x + ax = 0, 
a - (x — x)? = 0, x = xç. 

Taigi liestinė ir grafikas turi vienintelį bendrą lietimosi tašką. 


Pastaba. Įrodykite, kad hiperbolė y = 1 


2 ir jos liestinė turi tik vieną 


bendrą tašką. 


235 uždavinys. Kokios turi būti p ir g reikšmės, kad parabolė 
у = х?* + рх +q liestų tieses у = 5х + 1 ir y = -x — 2? 

Sprendimas. 234 uždavinyje buvo įrodyta, kad šios tiesės su para- 
bole gali turėti tik vieną bendrą tašką. 
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Todėl lygtys x? + px + q = 5x + 1 ir x? + px +4=—x— 2 turi po vie- 

na sprendinį. Tai įmanoma, jei šių lygčių diskriminantai lygūs nuliui: 
(р 52-4: (9-1) = 0 г (р+ 12 4(9 +2) = 0,р= 3, д = 2. 
Atsakymas. р = 3; q = 2. 


236 uždavinys. Įrodykite, kad dviejų funkcijos Ax) = ах? + bx + с 
grafiko liestinių susikirtimo taško abscisė lygi lietimosi taškų abscisių 
sumos pusei. 

Sprendimas. Jeigu x, ir x, — lietimosi taškų abscisės, tai liestinių 
lygtys: 

у = (2ах + b): x— ax + c ir y = (2ах, + b): x — ax + c. 

Šių tiesių susikirtimo taško abscisė yra lygties 
(2ax + b): x — ах? + c = (2ax, + b): x — ах, + c šaknis. 


Taigi х = 1 


237 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu daugianario su sveikaisiais 
koeficientais reikšmės P(0) ir P(1) yra nelyginės, tai jis neturi sveikųjų 
šaknų. 

Sprendimas. Tarkime, P(x) = ау" + ax"! +... Ta x +a yra 
daugianaris su sveikaisiais koeficientais. 

Bet kuriems sveikiesiems skaičiams x ir d: 

P(x)- Р(д) = а, -d +a; (k dr +. ai œ- d) (1). 


Raskime geometrinės progresijos, kurios b= x *!, o q = а, k narių 
ah (4 | 
x [ | Ж. 


агбах*—4*=(х—-4)-(х!+х?-4+..+х-а*?+4а*!). 

Vadinasi, kiekvienas dešiniosios lygybės (1) pusės dėmuo dalijasi 
iš (x — d), todėl 

P(x) — P(d) = (х— d) : (х), P(x) = (x — d) : (х) + Pld) (2). 

Jeigu d yra daugianario P(x) sveikoji šaknis, tai 


P(d) = 0, P(x) = (x – d) : q@). 


suma: 


Е Б a | dio dst = 
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Kai x = 0, Р(0) =—4- g(0). Pagal uždavinio sąlygą P(0) - nelyginis 
skaičius, vadinasi, d yra nelyginis skaičius. Tada (1 — 4) yra lyginis 
skaičius, о tai prieštarauja uždavinio sąlygai, kur P(1)=(1—4)- g(1) yra 
nelyginis skaičius. Vadinasi, daugianaris P(x) neturi sveikųjų šaknų. 

Pastaba. Lygybė (2) – tai Bezu teorema: daugianario P(x) dalijimo 
iš dvinario (x — d) likutis lygus P(4). 


238 uždavinys. Kvadratinių trinarių fx) ir g(x) su vienodais 
vyriausiasiais koeficientais keturių šaknų suma lygi nuliui. Trinaris 
P(x) = fx) + q(x) turi dvi šaknis. Įrodykite, kad abiejų šių šaknų suma 
taip pat lygi nuliui. 

Sprendimas. Jeigu Дх) = ах? + bx + c, ir qŒ) = ал? + bx + c, tai 
Р(х) = 2ax2 + (b + Б,)х + (c, +c). 


Pagal Vieto teoremą trinario fx) šaknų suma lygi | — bu), o q(x) lygi 


E ir pagal uždavinio sąlygą -® _ ba = 0. 
Iš čia ir — bi +b = 0, o tai yra trinario P(x) šaknų suma. Teiginys 
2a y 
įrodytas. 


239 uždavinys. Įrodykite, kad esant bet kuriai realiajai x reikšmei 
daugianaris x? — x? +x*—x + I įgis teigiamą reikšmę. 

Sprendimas. Panagrinėkime atvejus, kai x < 1 ir x > 1. Jeigu x < 1, 
užrašykime duotąjį daugianarį taip: (1 — х) + (x* — x°) + x!?. Uždavinio 
sąlyga išplaukia iš to, kad kiekvienas iš šių 3 dėmenų yra teigiamas. 
Jeigu x > 1, tai daugianarį užrašykime taip: (х? + 1) - G — x) + 1, kur 
abu dėmenys teigiami. 


240 uždavinys. Palyginkite didžiausias funkcijų у = (108: 3)" ir 
у» = (10g52)““* reikšmes. 

Sprendimas. Rodiklinė funkcija y = а* didėja, kai a > 1, mažėja, 
kai0<a<. 

Todėl funkcija y, įgyja didžiausią reikšmę, kai sinx = 1, o funkcija 
y, igyja didžiausią reikšmę, kai cosx =—1. 
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ETSE ОГУЛ . z 1 
Didžiausia y, reikšmė lygi 106,3, o y, lygi (log,2) = wa 108,3. 


Didžiausios šių funkcijų reikšmės tarpusavyje lygios. 
Atsakymas. Reikšmės lygios. 


241 uždavinys. Raskite f (2), jeigu 


z 
Дх) = со$?х + cos ® + 2 cos x: соз + |, 


Sprendimas. Raskime išvestinę: 


/'(х) =—2sinx : cosx — 25112 + х) соз| 2 + х) + 


+ sinx: cos [Z + х) + cosx · sin(Z + x) = 


= —sin2x — (22 + 2x) — sin [z + 2х}) = 


= —5іп2х 2sin Ç . соз(® + 2x) = -sin2x + sin2x = 0. 
Vadinasi, Ax) = с yra konstanta. Raskime c: kai x = 0, A0) = 3. 
ТОРТА z T| — 3 

Vadinasi, c = g I ПЗ = 4: 
Atsakymas. 3. 


Pastaba. Sprendimas be išvestinės: 
fx) = со$?х + cos| 2 + х) . (cos (Z + x) = сова) = 


= cor л эс Z энн шл 
cos?x cos|Z + x 2sin| Z + x) sing = 


3 
1 /3 


1 cosx — УЭ -зшх|. 


Adis у ЧЕГ – Запах) = 2 
соѕ2х (2 cos х – я5п°х) = 4. 


= соз?х— соз 2 + х) . sin( Z + x) = 


1 /3 


9 ОА + “g MA 


= со$?х — 
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242 uždavinys. Apskaičiuokite (3), jei 

(2 -xX — 6). f(x) — х) = 4х*— 3? + 33. 

Sprendimas. Dešiniojoje lygybės pusėje yra lyginė funkcija. 
Raskime šio reiškinio reikšmes, kai x = 3 ir x = —3: 

12.43) -/(-3) = 330; 12 - 6-3) - fB) = 330. 

Išskaičiuokime iš pirmosios lygybės antrąją: /(—3) = Д3). 

Todėl 12 · 3) — fB) = 330, /(3) = 30. 

Atsakymas. /(3) = 30. 


243 uždavinys. Kokias reikšmes gali įgyti funkcija 


Sprendimas. Pertvarkykime duotąjį reiškinį: 

xX-(y+1)x+y+4=0. 

Šio kvadratinio trinario diskriminantas turi būti neneigiamas, todėl 
Рр = (у+ 1) 4: (у +4) >20. Iš čiay<-3,y 25. 

Atsakymas. Е(у) = (~; -3] U [5; +оо). 


244 uždavinys. Įrodykite, kad nelyginio laipsnio daugianaris su 
realiaisiais koeficientais turi bent vieną realiąją šaknį. 

Sprendimas. Tarkime, kad Р(х) =?! +a, „X +... +a xta 
yra duotasis daugianaris. Perrašykime jį: 


PG a (1 S наре дь ме, 


2-2 x 
Kai x — +оо, P(x) — +оо, o kai x > —o, P(x) > —o, tai уга daugia- 
naris įgyja ir teigiamą, ir neigiamą reikšmes. Kadangi daugianaris yra 
tolydžioji funkcija, tai turi įgyti lygias nuliui reikšmes. 


245 uždavinys. Ar gali nesusikirsti trečiojo ir penktojo laipsnių 
daugianarių grafikai? 

Sprendimas. Šių daugianarių skirtumas bus penktojo (nelyginio) 
laipsnio daugianaris, ir pagal ankstesnės užduoties sprendimą šis 
daugianaris turi realiąją šaknį. Todėl grafikai turi kirstis. 

Atsakymas. Negali. 
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246 uždavinys. Raskite f(x), jei д2+1) = x? + 2х, kai x z 1. 


Sprendimas. Pažymėkime a + ati =t. Tada x = + +1, ir kai t+ 2: 
1 +1 ‚(ї+1\_ 3—3 

= ы 1) +2 iš) ab 

Dabar pakeiskime / į x: =È лр kai x z 2. 

Atsakymas. fo) = 2 х^ 52 Каіх +2. 

Pastaba. Galima Ви keisti x į — XT +1, 
.x+l 

К х ценен 
х 1_1 x-2 x-2 
x-2 

fo) = L kai x= 2. 


247 uždavinys. Raskite funkcijos x) = x° — 3 · |x| monotoniškumo 
intervalus. 
' : x*+ 3x, x < 0, 
Sprendimas. Kadangi fx) = 
х?— 3x, x > 0, 


3(х2+ 1), x < 0, 
3(х?— 1), x > 0. 

Р(х) = 0, Jeigu x = 1 ir f(x) neegzistuoja, jei х = 0. Taškai O ir 1 dalija 
skaičių tiesę į 3 intervalus. Kiekviename iš jų išvestinės ženklas išlieka 
pastovus: 

РО) > 0, јевих < 0, irx> 1; 

Р(х) < 0,jeigų 0 <x < 1. 

Funkcija nenutrūksta 0 ir 1 taškuose, taigi ji didėjanti intervaluose 
(-00; 0] ir [1; +оо) ir mažėjanti intervale [0; 1]. 

Atsakymas. Kai x є (о; 0] ir x є [1; +оо), funkcija didėja; kai 

€ [0; 1] - mažėja. 


tai f(x) = | 
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248 uždavinys. Ar gali tiesė y = х — 1 būti funkcijos у = x? — 2х + 1 
grafiko liestinė? 

Sprendimas. Raskime bendruosius tiesės ir kreivės taškus: 

#—2х+1=х—1;%—3х +2 = 0; (х— 1): (х+2)= 0. 

Bendrieji taškai: M, (1; 0), M, (-2; —3). 

у= (0 – 2х + 1) = 3х2 – 2; išvestinės susikirtimo taškuose reikšmė: 
у'(1) = 1; у'(—2) = 10. Tiesės у = х – 1 krypties koeficientas k = 1. Taigi 
ši tiesė yra funkcijos y = х? – 2х + 1 grafiko liestinė taške M (1; 0). 

Atsakymas. Gali. 


249 uždavinys. Įrodykite, kad mažiausias funkcijos y = cosmx 
periodas lygus 2л. 

Sprendimas. Funkcija f(x) vadinama periodine, jei teigiamasis 
skaičius / yra toks, kad esant bet kokiai argumento x reikšmei funkcijos 
reikšmė x, x + /, x — Í taškuose lieka ta pati: f(x) = f(x + D. Aišku, kad 
(x + D є D(f). Jei / - funkcijos periodas, tai nl, n є N taip pat yra jos 
periodas. Paprastai funkcijos periodu vadinamas mažiausias teigiamas 
periodas, jei toks yra, nes ne visos periodinės funkcijos turi mažiausią 
teigiamą periodą. Pavyzdžiui, Dirichlė funkcijos atveju (kai f(x) = /, 
jeigu х – racionalusis skaičius, ir f(x) = 0, jeigu х – iracionalusis skaičius) 
periodu gali būti bet kokie racionalieji skaičiai, bet tarp teigiamųjų 
skaičių nėra mažiausio. 

Jeigu f(x) — periodinė funkcija, tam, kad galėtume išspręsti lygtį 
f(x) = m, pakanka rasti funkcijos šaknis intervale, kuris lygus periodo 
ilgiui. Tokia lygtis gali turėti arba labai daug sprendinių, arba iš viso jų 
neturėti. 

Tai, kad T = 2л yra duotosios funkcijos periodas, išplaukia iš 
lygybės 

fi + T) = cosm|x + 21) = cos(mx + 2л) = cosmx = f(x). 


Įrodome, kad 22 — mažiausias periodas. Jei x = 216. ke Z, tai 


Д2 0) == cosm| 2 k) = cos 2zk = 1. 
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Periodas negali būti mažesnis už 2л, nes gretimų argumentų 
reikšmių skirtumas 2л, kai у = 1. 
Pastaba. Ieškodami y = sinwx, y = coswx tipo funkcijų periodų 


galime taikyti formulę Т = 2л. 


250 uždavinys. Įrodykite, kad funkcijos: 

a) y = cos x + cos3x ir 

b)y= sinžx + cosŽx 
yra periodinės, ir raskite mažiausią periodą. 

Sprendimai. 

a) Iš karto galima pasakyti, kad 27 funkcijos periodas 

cos(x + 2л) = cosx : cos2z — sinx · sin27 = cosx; 

cos3(x + 27) = cos(3x + бл) = соѕ3х : соѕбл — sin3x · sin67 = 

= cos3x. 

Todėl f(x +27) = cos(x +27) + cos3(x + 2л) = cosx + cos3x = fix). 

Įrodysime, kad 2л — mažiausias teigiamas periodas. 

Jeigu x = 2zk, k e Z, tai /(2лК) = cos2nk + созблК = 1 + 1 = 2. 
Visuose kituose taškuose funkcija bus mažesnė už 2, nes cosx bus ma- 
žiau už 1. Bet kuriame periode duotoji funkcija bent kartą bus lygi 2. 
Taigi periodas negali būti mažesnis už 27, nes tarp gretimų argumento 
reikšmių atstumas visada bus 27, kai y = 2. 

b) Jei funkcija turi periodą T, tai ir jos išvestinė turės periodą T: 

Рб + D) = lim IERTE EA Е. 


ЛЕ + ax) = f@) y 
АХ = f (0). 


= іт 
ax—0 


Gia у= 2 cos Zx — 2 sin 3х; y=- $sin 2х — 25 cos Зх. 


Jei 2 funkcijos turi tokį patį periodą, tai bet kuris jų tiesinis darinys 
turės tą patį periodą (galbūt ne patį mažiausią). 
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Taigi duota sąlygoje funkcija turi tą patį periodą kaip ir 


9 re la: 2 3 9 [41.2 9 е 
у+4У = (502 + сов3 x) + 9 | o 5115 X Ў соз x] = 


КЮ ЗИРЕ 
= 100: 55 x. 
Bet šios funkcijos, kaip ir cos2 x, periodas T. = 2л. k = 10 лк, 


5 3 3 
ke 7. 5 
"ai 25 7 18,2. r 2m., 
Analogiškai y + 9 Y = — g 503%; T,= “7. ` п = 3лп,п e Z. 
3 
Kadangi T, – vieno funkcijos у= sin2 x + cosž x dėmens periodas, 


o T, - kito, tai funkcijos y periodą randame iš sąlygos 


D=; 10лк= Зли; 10k = 9n. 


Lygybė bus tenkinama, jei k = 9р, п = 10р, p < 7. Tada 
T = 30лр - duotosios funkcijos periodas (todėl ji ir yra periodinė). 
Kadangi mažiausias periodas turi būti teigiamas, jis negali būti mažesnis 
už 307 (kai p = 1). Patikriname, kad 307 — tikrai duotosios funkcijos 
periodas: 


Ax + 307) = sin 2 (x + 302) + cos Ë (x + 307) = 


=sin (2x + 207) + cos (3х + 187) = 


5 
= Эз. 
=sin3 х + Coss X = f(x). 
(Pritaikėme tai, kad sinx ir cosx periodas lygus 27.) 


Atsakymas. 307. 


251 uždavinys. Raskite funkcijos y = sinx : cosx periodą. 

Sprendimas. 27 — šios funkcijos periodas (kaip funkcijų turinčių 
27 periodą, kombinacija). Randame mažiausią periodą. 

1 būdas. y = sinx : cosx = Žsin2x; T= 21 = F = Л. 

2 būdas. (cos(x + л); sin(x + л)) ir (cosx; sinx) – vienetinio apskritimo 
priešingų skersmens taškų koordinatės. Taigi 

Ax + п) = sin(x + z) : cos(x + z) = (sin x) - (cos х) = 

= sinx : cosx = f(x). Todėl z — funkcijos Ax) periodas. 

Atsakymas. 7. 
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252 uždavinys. Įrodykite, kad funkcijos: 

а)у= sin/ x; 

b) y = cosx + cos/2 х; 

с) y = cosx? yra neperiodinės. 

Sprendimas. a) Šios funkcijos neperiodiškumą lemia tai, kad jos 
apibrėžimo sritis x > 0 nėra simetriška nulio atžvilgiu. 

с) у =—2x : sinx’. Funkcija y' уга neapibrėžtoji funkcija: 


kai x = 22 + 2лп, n > 0: 
у= 2 |32 + 2лп · вїп(37 + 27n) = 2/32 + 2лп. 


Taigi у' уга neapibrėžtoji funkcija. Žinome, kad jeigu y yra periodi- 
nė, y' — taip pat periodinė. Išvada: у – neperiodinė funkcija. 


253 uždavinys. Įrodykite, kad y = cos3x + cos4x yra periodinė 
funkcija, ir raskite mažiausią periodą. 

Sprendimas. Jei dvi periodinės funkcijos turi tą patį periodą, tai jų 
suma, skirtumas ir išvestinė taip pat bus periodinės funkcijos ir turės tą 
patį periodą (nebūtinai patį mažiausią). 

Jei periodinių funkcijų f(x) ir f(x) periodai lygūs T, ir T, tai 
mT, =nT, = T (m ir n- natūralieji skaičiai) yra bendras funkcijų / (x) ir 
J,(x) periodas. Periodinės, turinčios tą patį periodą, bus ir /(х) + /,(x); 
KORZO) 

Funkcijos cos3x periodas Т, = = „funkcijos cos4x periodas T, = 2л. 


Periodų Т, ir T, bendramatiškumo sąlygos: 3T, = 47, = 2л. Taigi 2л 
yra duotosios funkcijos periodas. 
Didžiausia funkcijos y = cos3x + cos4x reikšmė lygi 2 tuose taš- 


kuose, kai cos3x = 1 ir cos 4х = 1. Intervale [0; 27] funkcijos cos3x 


reikšmė lygi 1 taškuose O; 21, : ал, ; 2л, о соѕ4х lygi 1 taškuose 0; 7 2; 


3л. 
7; EA > 
Todėl 27 — mažiausias funkcijos periodas. 
Atsakymas. 27. 


2л. Taigi intervale [0; 27] funkcija lygi 2 taškuose 0 ir 27. 


Funkcijos ir grafikai 119 


254 uždavinys. Įrodykite, kad funkcija y = x? turi atvirkštinę 
funkciją. 

Sprendimas. Duotosios funkcijos apibrėžimo sritis yra skaičių tiesė. 
Funkcija turi atvirkštinę funkciją, kai skirtingas argumento reikšmes 
atitinka skirtingos funkcijos reikšmės. Tarkime, x, = х,. 


2 
Kai 
Tada fx) — f(x) = x° — x? = (x, —x,) : (x + >) + 422 | 
(x, —x,) # 0. 
2 
(x + >) + 322 yra taip pat nelygi nuliui kvadratų suma. Taigi 


Дх)-—ДЖх.) = 0, todėl skirtingas argumentų reikšmes atitinka ir skirtingos 
funkcijų reikšmės. Darome išvadą, kad funkcija y = x° turi atvirkštinę 
funkciją. Ji žymima у = 3/ х. 

Pastaba. Iš atvirkštinės funkcijos apibrėžimo išplaukia, kad visada 
egzistuoja atvirkštinė atvirkštinei funkcija ( 7)" = f. 


255 uždavinys. Kurios iš duotųjų funkcijų: 

a) y=2 + x — x; 

b)y=2+x-x; xe |4; +e); 

c)y= ж — x; 

d)y=x?-2x-3,x є [0; 3], 
turi atvirkštines funkcijas? Raskite jas. 

Sprendimai. 

a) Apibrėžimo sritis D(y) = R. Kvadratinė funkcija visas galimas 
savo reikšmes (išskyrus vieną — (х,; у,)) įgyja, kai yra 2 skirtingos x 
reikšmės. Todėl duotoji funkcija neturi atvirkštinės. 

b) Apibrėžimo sritis D(y) = É +e), Е(у) = |- со; 24]. Parabolė 


pasieka viršūnę, kai abscisė x, = А. Skirtingos x reikšmės atitinka 


skirtingas y reikšmes. Taigi ši funkcija turi atvirkštinę. Sukeiskime x ir 


y vietomis: 
x=2+y-y;y*'-y+(x7-2)=0;D=1-4-(x—2)=9 - 4х; 


В>%9—4х®0;ж<21; у= 3-4 21+1/9- ах. 
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Kadangi D(f) = Ë +оо) ir Ef) = D(f), tai у > 1. 


Todėl užrašome у = 1 + 1/9 — ах. D(f) = Ef) = (os: 21| 

с) у = х — х. Perrašome funkciją у = x(x – 1)(х + 1). Funkcija 
apibrėžta aibėje R, bet f(-1) = A0) = (1) = 0. Skirtingas х reikšmes 
atitinka viena y reikšmė, todėl ši funkcija neturi atvirkštinės. 

d) Parabolės viršūnės abscisė х, = 1, 1 є [0; 3]. Todėl intervale 
[0; 3] funkcija nėra monotoninė ir neturi atvirkštinės. 

Atsakymas. b) y = 4 + В -y9 – 4х. 


256 uždavinys. Kokias sąlygas turėtų tenkinti nelygūs nuliui 
ax + b 
cx + d 


d 
=" 


parametrai а, b, с, d, kad funkcija у = sutaptų su savo atvirkštine 
funkcija? 


Sprendimas. Apibrėžimo sritis x + — <. Sukeiskime x ir y vietomis: 


_ ау+Ь, Е . Se S 
ЕИ сх + dx = ау + b; y(cx — а) = b — ах. 
р -dx _ —dx + b 
cx—a сх-а@` 
Gauname f! = f, kai -d = а. 


Atsakymas. а = —d. 


Jeigu cx — a z 0, tai y = 


257 uždavinys. Kokios turi būti a reikšmės, kad funkcija y = x“ 
sutaptų su savo atvirkštine funkcija? 

Sprendimas. Apibrėžimo sritis: x > 0, x + 1. Sukeiskime x ir y vie- 
tomis: х = у“. Tada у = x*. Pagal uždavinio sąlygą a = 1 arba а= +1. 

Atsakymas. a = +1. 

Pastaba. Jeigu f didėja (mažėja), tai ir f! didėja (mažėja). 


258 uždavinys. Įrodykite, kad funkcijos y = 

yra simetriškas koordinačių pradžios atžvilgiu. 
Sprendimas. Pakanka įrodyti, kad ši funkcija yra nelyginė: 
X) = JO). 


Түз: — P: grafikas 
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=, “у... уч]. М {у= f _ 
STR 2 үн r 


u О ОИЕ 1. 
=1 2“ T+ 2 + >= Jü). 


259 uždavinys. Kuris funkcijos y = 1 — 2x2 grafiko taškas уга arti- 
miausias taškui Bl: 3) 

Sprendimas. Suraskime bet kurį parabolės taško A(x; 1 — 2x2) 
atstumą nuo taško В\1; 3J: АВ = Je — 1+ (а — 2х?) – a 

Mažiausias АВ reikšme atitinka funkcijos 


2; 
Дх) = (х- 1) + 1 — 2х2 — 3) minimumą. 


б) =2(х- I)- 81 že 3) =2. @9—1); у= 0, }ейвих= 1. 


== + X 
1 Р(х) 
2 


X, = 4 yra minimumo taškas, y, = 4. Taigi ieškomasis taškas 


L T 
А 1) 


L. 1: 
Atsakymas. (4; Г), 


260 uždavinys. Funkcijos y = f(x) grafiko pagrindu aprašykite 
kitus grafikus: 

а)у=п:ҚЌах+ b) + m, kai n > 0, a > 0; 

b)y= | fœ 

e)y=/(x|). 


Sprendimai. 


5 


a [x + b) + m, atlikime pakeitimus: 


a) Kadangi y = nf 
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1) y = f(x) + b lygiagrečiai O, ašies |Р | vienetais aukštyn, jeigu 
b > 0, arba žemyn, jeigu b < 0; 

2) у= f(x + a) lygiagrečiai O, ašies la | vienetais kairėn, jeigu a > 0, 
arba dešinėn, jeigu a < 0; 

3)y=n: Дх); jai 0 <и < 1, suspauskime =: 1 karto O, ašies link arba 
ištempkime n kartų, jei n > 1; 

4) y = f(x) yra veidrodinis atspindys ašies O, atžvilgiu; 

5) y = f(kx), kai k > 0. Jei 0 < k < 1, ištempkime išilgai O, ašies 
karto; jei k > 1, suspauskime k kartų; 

6) y = f(-x) yra veidrodinis atspindys О, ašies atžvilgiu. 


=|— 


Reikia Šu ir perkelti taip: 
suspaudę O, ašies atžvilgiu gausime у = /(ax) funkcijos 
grafiką; 
= suspaudę O, ašies atžvilgiu gausime y = n/(ax) funkcijos 
grafiką; 
— lygiagrečiai pastūmę r т{—®; m} gausime ieškomą grafiką. 


b) Funkcijos y = f(x) grafiko dalį (arba visą grafiką), esančią žemiau 
O, ašies, reikėtų nubraižyti simetrišką tos ašies atžvilgiu; 

с) Funkcijos y = f(x) grafiko, kai x > 0, dalį nubraižyti simetrišką 0, 
ašies atžvilgiu. 


261 uždavinys. Nubraižykite funkcijos grafikus: 

a) у = cos 2arcsinx; 

b) у = arccos cosx. 

Sprendimai. 

a) Funkcija apibrėžiama intervale —1 < x < 1. Pagal arcsinx 


apibrėžimą: jeigu arcsinx = a, tai sina = x ir = <а < 2 


Taigi у = cos2a = 1 — 25іп2а = 1 — 2x2, kai x є [-1; 1]. 
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b) Kadangi агссоѕ cos(x + 27) = arccos cosx, 2л yra funkcijos 
periodas. Pirmiausia grafike pasižymime 0 < x < 27 intervalą. 

Jeigu 0 < x < л, tai y = x (tai išplaukia iš агссоѕх apibrėžimo). Tegul 
0 <x < 2л. Kadangi cosx = cos(2z — x), tai 0 < 27 — x < z, kai z < x < 2л. 
Pritaikę arccos apibrėžimą gauname: y = 2z – x, kai z < x < 2л. 
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262 uždavinys. Raskite funkcijų y = x? ir y = x° grafikų bendrų 
liestinių lygtis. 

Sprendimas. Tarkime, kad M(t, P) yra bendrasis liestinės ir funk- 
cijos y = x° grafiko taškas. Liestinės lygtis: 

у= Ё + 3P(x — D; у = ЗРЁх — 2P. 

Parabolė y = x? su tiesiąja y = kx + b turi vieną bendrąjį tašką, jei 
kvadratinio trinario х? — kx — b diskriminantas lygus nuliui. 


=> 2 


Taigi sistema L Ре turi vienintelį sprendinį, jei 


№ = + Б; xX- кк -Б= 0 іг р= № +4Ь = 0. 

Šiuo atveju: x? — 32х + 22 = 0; D = 9 — 80; 97 — 80 = 
8 

б. (97 8) = 0; t = 0; = o: 


Vadinasi, y = 0 ir y = $3 х— 1041. 


Atsakymas. у = O ir y = 622 — ш. 


263 uždavinys. Įrodykite, kad funkcija 
у=/х?+ 2/2x +2 + / х2 2/2 x + 2,kai—/2 < x < /2, 


yra tiesinė. 
Sprendimas. ЕШ ат 


у= (+2) +/(+-/2) =|++/2|+|1—/2|= 
е 
Ši funkcija yra tiesinė ir ne vien šioje atkarpoje. 

Jeigu x > /2,tai 

vy=|x+/2|+|x-/2|=(x+/2) + (x — /2)=2x. 

Jeigu x < —/2,tai 

= x+ /2|+l|x-/2|=(-x - /2) + (/2 — х) = әх. 
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Šios funkcijos, kai x є R, grafikas: 


264 uždavinys. Nubraižykite grafikus: 

a)xy-2x+3y-6=0; 

b)y*+y-6=0,; 

с) (х— у)? + (x — 12 = 0. 

Sprendimai. a) Pertvarkykime kairiąją lygties pusę: 

xy — 2x + 3y — 6 = y(x + 3)- 2(x + 3) = (х+3): (y 2). 

Lygties (x + 3). (y — 2) = 0 grafikas — tai dvi susikertančiosios tiesės 
х=—31гу=2. 

b) Pertvarkykime lygtį: y? + у— 6 = (y —2) : (y + 3). 

Lygties (y — 2). (у + 3) = 0 grafikas — tai lygiagrečiosios tiesės 
y=2iry=-3. 

c) Dviejų dėmenų, kurie nėra neigiami, suma lygi nuliui, jeigu 
dėmuo lygus nuliui. Turime x = y, x = 1. Duotosios lygties grafikas — tai 
tiesės y = x ir x = 1, susikertančios taške (1; 1). 
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265 uždavinys. Jeigu х, x,, ... — aritmetinė progresija, y = /(x) – tie- 


sinė funkcija, tai seka /(x,), f(x,), ... — taip pat aritmetinė progresija. 
Įrodykite. 
Sprendimas. Pagal aritmetinės progresijos apibrėžimą х, — x, = d. 


Jeigu y = Ax) = kx + b, tai fx 
=kx —x)=k-d=d. 
Taigi Дх) = Ax,) + d. Tai ir reikėjo įrodyti. 


)-Лх,) = @х + b)— (kx, + b) = 


п+1 


266 uždavinys. Nubraižykite funkcijų grafikus: 
а)у=х?— 4|х|+ 3; 
Ь)у=|х?— 4х+3|; 


1 
с)уу=——; 
)у [x] 
d) |x|+|y|=3; 
e)|x|- |y|=3; 


9 |у|=х2- 4х +3. 
Sprendimai. 


a) 
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b) 


с) 


d) 
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267 uždavinys. Raskite koeficientų a, b ir c ženklus, kai funkcijos 


_ ах + Б 
Дегу; 


grafikas duotas. 
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Sprendimas. 
: : ax+b_ 2t 2 
1) Jeigu x > +e, tai y = 2 = : 2 — a. Pagal grafiką la > Ol. 
+ SEs 
x 


2) Jeigu y = 0, tai a - x, + b = 0; х, = -®. Pagal grafiką x, < 0; -b <0; 


Ë > 0. Kadangi a > 0, tai ir [b > 0|. 
3) Kai x= 0, у = 2. Pagal grafika Ë > 0. Kadangi b > 0, tai ir [с > 0). 


Atsakymas. a > 0, b > 0, c > 0. 


12. Kombinatorika. Tikimybių teorija 


300 uždavinys. Futbolo turnyre dalyvavo 10 komandų. Kiekviena 
komanda žaidė su kita po 1 kartą. Visos komandos kartu surinko 130 
taškų. Kiek rungtynių baigėsi lygiosiomis, jei už laimėjimą gaunami 3 
taškai, už pralaimėjimą — 0 taškų, o už lygiąsias abi komandos pasidalija 
ро 1 tašką? 

Sprendimas. Iš viso įvyko 10; 9-45 rungtynės. Jei nė vienerios 
rungtynės nebūtų pasibaigusios lygiosiomis, būtų surinkti 45 · 3 = 135 
taškai. Kiekvienos lygiosios sumažina šią sumą 1 tašku. Vadinasi, 5 
rungtynės baigėsi lygiosiomis. 

Atsakymas. 5. 


301 uždavinys. Trijų muzikantų ansambliui reikia smuikininko, 
pianisto ir violončelininko. Vadovas turi pasirinkti iš 2 smuikinin- 
kų, 2 pianistų ir 2 violončelininkų. Jis nusprendė paklausyti kiekvie- 
nos galimos sudėties trio grojimo. Kelias perklausas reiks surengti 
vadovui? 

Sprendimas. Pažymėkime smuikininkus, pianistus ir violon- 
čelininkus atitinkamai 5,, S,, P , P,, V , V, Pritaikykime galimybių 
schemą: 


Analogiškai ir su S,. Taigi prireiks 8 perklausų. 
Atsakymas. 8. 
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302 uždavinys. Keliais būdais galima sustatyti ant šachmatų lentos 
baltąjį ir juodąjį bokštus, kad jie vienas kito nenukirstų? 

Sprendimas. Baltąjį bokštą galima pastatyti ant bet kurio iš 64 
langelių. Neatsižvelgiant į padėtį jis kerta 15 langelių, įskaitant ir tą, 
ant kurio stovi. Lieka 49 langeliai, ant kurių galima pastatyti juodąjį 
bokštą. Taigi iš viso yra 64 : 49 = 3136 skirtingi būdai. 

Atsakymas. 3136. 


303 uždavinys. Keliais būdais galima sustatyti ant šachmatų lentos 
baltąjį ir juodąjį karalius, kad nebūtų nusižengta žaidimo taisyklėms? 

Sprendimas. Jei baltasis karalius stovi viename iš 4 kampų, tai jis 
nukerta 4 langelius. Lieka 60 langelių, ant kurių galima pastatyti juodąjį 
karalių. 

Jeigu baltasis karalius stovi lentos krašte, bet ne kampe (tokių 
langelių 24), tai jis nukerta 6 langelius ir juodajam karaliui lieka 58 
galimi langeliai. 

Jeigu baltasis karalius stovi ne lentos krašte (tokių langelių 36), tai 
jis nukerta 9 langelius ir juodajam karaliui lieka 55 galimi langeliai. 

Taigi iš viso yra 4 · 60 + 24 · 58 + 36 : 55 = 3612 karalių figūrų 
išdėstymo būdų. 

Atsakymas. 3612. 


304 uždavinys. Įrodykite, kad iš n aibės daiktų galima 2"-! būdais 
išrinkti lyginį daiktų skaičių. 

Nuoroda. Iš bendro poaibių 2" skaičiaus pusė — su lyginiu daiktų 
skaičiumi. 


305 uždavinys. Visi skaičių tiesės taškai, išreikšti natūraliaisiais 
skaičiais, nuspalvinti viena iš 2 spalvų tokia tvarka: jei taškas raudonas, 
tai esantis 5 vienetais dešiniau bus mėlynas; jeigu taškas mėlynas, 
tai esantis 5 vienetais dešiniau bus raudonas. Keliais būdais galima 
nuspalvinti duotosios skaičių tiesės taškus? 

Sprendimas. Pirmieji 5 taškai gali būti nuspalvinti bet kuria tvarka. 
Spalvinimo taisyklės įsigalioja nuo 6 taško. Beje, visų kitų taškų spalva 
priklauso nuo to, kokie buvo pirmieji 5 taškai. 
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Kadangi kiekvienas iš pirmųjų 5 taškų gali būti nuspalvintas 2 
būdais, tai iš viso yra 25 = 32 būdai, kaip nuspalvinti 5 pirmuosius 
taškus. Šiais 32 būdais būtų galima nuspalvinti visus skaičių tiesės 
taškus (atitinkančius natūraliuosius skaičius). 

Atsakymas. 32. 


306 uždavinys. Kiek esama triženklių natūraliųjų skaičių, kurių 
kiekvieną būtų galima užrašyti skirtingais skaitmenimis? 

Sprendimas. Iš 10 skaitmenų 3 galima išrinkti Аў, būdais. Iš šio 
skaičiaus reikia atrinkti tuos skaičius, kurie prasideda 0. Jų bus Aš. 
Taigi ieškomasis dydis lygus 

Aù— Аф= 10! — 2i =8-9-10—8-9= 720-72 = 648. 

Arba 9-9-8 = 648. 

Atsakymas. 648. 


307 uždavinys. Kiek skirtingų keturženklių skaičių galima sudaryti 
iš skaitmenų 3, 4 ir 5 7 

Sprendimas. Kalbama apie kėlinius su pasikartojimais, kurių kiekis 
apskaičiuojamas pagal formulę Ai = их. 

Šiuo atveju А; = 3* = 81. 

Atsakymas. 81. 


308 uždavinys. Iš 20 loterijos bilietų — 5 laimingi. Kokios galimybės 
perkant 7 bilietus nusipirkti 2 laimingus? 
Sprendimas. 2 laimingus bilietus iš 5 galima išsirinkti 


TE: = 


5 bilietus be laimėjimų iš 15 galima išsirinkti 


Ch = 2190. = 3003 būdais. 
Pagal uždavinio sąlygą 3003 · 10 = 30 030 būdų. 


Atsakymas. 30 030. 
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309 uždavinys. Priskinta 4 rūšių gėlių. Keliais būdais galima sudėti 
puokštę iš 5 gėlių? 

Sprendimas. Taikykime derinių su pasikartojimais formulę: 

C. = (O 

Todėl Ci= Ci = Сі= 576 = 56. 

Pastaba. Ci = Ст" 

Atsakymas. 56. 


310 uždavinys. Klasėje уга 15 berniukų ir 5 mergaitės. Rytoj budės 
4 mokiniai. Kokia TA kad budės 2 berniukai ir 2 mergaitės? 
Sprendimas. P(4) = !! т = Ci. G G 40217 
20 
Atsakymas. = 22 %. 


311 uždavinys. Dėžėje yra 10 kamuoliukų (baltų, raudonų, juodų). 


Tikimybė, kad nežiūrėdami ištrauksime 2 baltus kamuoliukus, lygi = 


Kiek dėžėje baltų kamuoliukų? 

Sprendimas. Tarkime, kad dėžėje yra k baltų kamuoliukų. 
Elementarių įvykių skaičius n = Cħ = 45. Teigiamu atveju (jei ištrauk- 
sime 2 baltus kamuoliukus) skaičius 


Spa. k Ik 
EM 2 


Kadangi P(4) = !!- = &, tai 0) = 26-4 


Atsakymas. 4. 


312 uždavinys. Dalijama 10 kortų. Viena iš jų yra pikų dama. 
Kortos dalijamos 3 asmenims: vienam — 3, antram — 4, trečiam — 2 
kortos. Keliais būdais galima padalyti kortas, kad trečiajam asmeniui 
tektų pikų dama? 

Sprendimas. Kortų padalijimo būdų skaičius nepriklauso nuo 
dalijimo tvarkos. 
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Tegul 2 kortas pirmiausia gauna trečiasis asmuo. Viena korta tu- 
rėtų būti pikų dama, o antrąją jis gali pasirinkti iš likusių 9 (9 galimi 
variantai). Antrasis asmuo paima 4 kortas iš 8 likusių. Tai galima 
padaryti С būdais. Taigi antrasis ir trečiasis asmuo gali pasidalyti 
kortas 9 - С; būdais. 

Vadinasi, bendras galimų kortų padalijimo būdų skaičius 

9 C CG r= 2520. 

Atsakymas. 2520. 


313 uždavinys. Tiesės atkarpoje, kurios ilgis L, atsitiktinai pažymėti 
du taškai, dalijantys tiesės atkarpą į 3 mažesnes atkarpas. Kokia tiki- 
mybė, kad iš gautųjų tiesės atkarpų bus galima sudaryti trikampį? 

Sprendimas. Tarkime, kad pažymėtieji taškai yra x ir y (x < y) 
atstumu nuo kairiojo tiesės atkarpos galo. Taigi gautųjų atkarpų ilgis: 
x, y-X,1- y. 


Nubraižykime koordinačių sistemą ir pažymėkime tašką, kurio 
koordinatės (x; y). 
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Kadangi taškus tiesės atkarpoje pažymėjome atsitiktinai, tai taškas 
(x; у), kai 0 < x <y < 1, priklauso ЛОАВ. Iš atkarpų, kurių ilgis x, y-x, 
l – y, galima sudaryti trikampį, jei kiekvienos atkarpos ilgis mažesnis 
už likusių dviejų atkarpų ilgių sumą: 

х<1-х5;у-х<1-у+х; 1-у<у. 

Jeigu taip, sudaromas AMNP, kurio plotas lygus 1 ' Soap: Taigi tiki- 


тубе, kad iš tiesės atkarpų galima sudaryti trikampį, lygi 1. 


Atsakymas. L. 


314 uždavinys. Apskritime iš eilės pažymėti taškai А, А„...‚ A 
Suskaičiuokite: 

a)trikampių su viršūnėmis pažymėtuose taškuose skaičių, neturinčių 
bendrųjų taškų su tiese 4,4;; 

b) iškilųjų keturkampių su viršūnėmis pažymėtuose taškuose skai- 
čių, turinčių bendrųjų taškų su tiese А A.. 

Sprendimai. a) Abiejose pusplokštumėse tiesės 4,4, atžvilgiu yra 
išdėstyta po 5 pažymėtus taškus. Trikampiai su viršūnėmis taškuose 
A, A, A, A, 4 ТА, Ap А1 4, A, neturi bendrųjų taškų su tiese 
A,A,. Kadangi iš 5 elementų galima atrinkti 3 (eilės tvarka nesvarbi) С; 
būdais, tai uždavinio sąlygą tenkina Cš + С; = 2 · С: trikampių. 

b) Vienoje pusplokštumėje tiesės 4,4, atžvilgiu išsidėstę 3 taškai 
(4,, A,, À), todėl iš šios tiesės pusės keturkampių su viršūnėmis išskir- 
tuose taškuose nebus. 

Kitoje tiesės 4,4, pusėje išsidėstę 7 taškai (А, А„ А,, A, Ap App 
A). Galima sudaryti С? keturkampių su viršūnėmis šiuose taškuose. 
Visi šie keturkampiai su tiese 4,4, neturi bendrųjų taškų. Kadangi iš 
12 taškų А, А, ..., А, galima sudaryti Ci; keturkampių su viršūnėmis 
šiuose taškuose, tai su tiese 4,4, bendruosius taškus turės Ci; — C? iš 
šių keturkampių. 

Atsakymas. a) 20; b) 460. 


12° 
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315 uždavinys. Trys žaidėjai žaidžia žaidimą paeiliui mesdami 
žaidimų kauliuką. Pirmasis žaidėjas laimi, jeigu iškrenta 1, 2 arba 3 
taškai, antrasis — jeigu iškrenta 4 arba 5 taškai, trečiasis — jeigu iškrenta 6 
taškai. Žaidimas baigiasi, jeigu vienas iš žaidėjų laimi. Kokia tikimybė, 
kad laimės trečiasis žaidėjas? 

Sprendimas. Pažymėkime P; ї= 1,2,3; /=1,2,3,....; galimybes, 
kad metant kauliuką /-tąjį kartą laimės /-tasis žaidėjas, o q; galimybę, 
kad jis pralaimės. Turint galvoje, kad kitas žaidėjas pradeda žaidimą tik 
su sąlyga, jei prieš tai žaidęs žaidėjas nelaimėjo, gausime: 


pirmajame žaidimo rate Р, = 1. = h; P, P, Е 4, 417535 


k ju ЕЕ s 
P,=2 3 6 2 36 


antrajame žaidimo rate P , = (1 : 2 . 5) : L, q, = (1 : 3 : 5) . 1; 


р,-(1:2:8)-1.1,4.=(1:2.5)-1.2, 


2 3 6) 738 >'3 5 35; 
ASALA {1 RS 
Р„= |$ 3 5) 2 3 6° 92 (1 3 5). > Ë 3 6 itt 


Žaidimas gali tęstis neribotą laiką. Trečiasis žaidėjas, kaip ir kiti du, 
gali laimėti pirmajame arba antrajame, arba trečiajame ir t. t. žaidimo 
rate, todėl jo laimėjimo tikimybė lygi tikimybių laimėti kiekviename 
žaidimo rate sumai: 


ñ -i3 15 D 2 SY 3 > 1 
P=P tP tP +... = y: 3 1+4 3 3 2767 


Gauname nykstamosios geometrinės progresijos narių sumą, kurios 


s A e 1 2 5_ 5. 
' 2 3 6 1517 2 3 6 18 


1 
Atsakymas. 13: 
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316 uždavinys. Kortų malkoje yra 36 kortos. Atsitiktine tvarka 
ištraukiamos 5 kortos. Kokia tikimybė, kad bent viena iš jų bus tūzas? 
Sprendimas. Įvykis 4 — „bent viena korta yra tūzas“, įvykis A — „nė- 
ra tūzo“. 
Elementariųjų įvykių skaičius n = C$ġ. A įvykių skaičius m = СУ. 
Todėl P(A) = Ca, Taigi ieškomoji tikimybė Р(А): 
36 


Р(А)= 1 — Р(А) = 1 — S = 0,47. 


Atsakymas. = 47 %. 


317 uždavinys. Iš 10 loterijos bilietų 2 laimingi. Kokia tikimybė, 
kad iš 5 atsitiktine tvarka ištrauktų bilietų bent 1 bus laimingas? 
Sprendimas. Elementariųjų įvykių skaičius n = Cà. Iš 5 bilietų 
gali būti laimingas 1 (tokių atvejų m, = C;: Cš) arba 2 (tokių atvejų 
m,= С: Сз). Ieškomoji tikimybė 
_ m+ m C Ca C2 Ca 542 _ 7 
Р(А) = ™ + 2 — ©2'©з + 8 — 9 9: 


©|әа 


Atsakymas. 


318 uždavinys. Dėžėje 3 raudoni ir 6 juodi kamuoliukai. Vienas po 
kito ištraukiami 2 kamuoliukai. Kokia tikimybė, kad jie abu bus juodi? 
Sprendimas. Tikimybė, kad pirmasis kamuoliukas juodas, lygi 


„m. 6. 2 
P(A)= у= =, 


Tikimybė, kad po pirmojo juodo kamuoliuko ir antrasis bus juodas, 
lygi 


P(B)= "№ = Š. 


Abu т vienas nuo kito nepriklauso, todėl tikimybė, kad abu 
kamuoliukai bus juodi, lygi 

P=P(A):P0)= 2.5 = >. 

Atsakymas. б. 
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319 uždavinys. Moneta metama 5 kartus. Kokia tikimybė, kad 3 
kartus iškris herbas? 

Sprendimas. Jei visi п bandymai nepriklausomi, kiekvienas 
bandymas turi 2 baigtis. Įvykio А tikimybė kiekviename bandyme уга 
pastovi, P(4) = p, o priešinga įvykio tikimybė lygi P(A)= 1 — p = g. 
Tikimybė, kad A įvyks k kartų iš n, lygi P (k) = Cip*ą“* (Bernulio 
formulė), k= 0, 1, 2, ..., и. 


Šiuo atveju n = 5, k= 3, p = 1, q= L. 


iki : == SS (2) (= Ž 
Reikia rasti P.(3) = C3 p`q =c;(4) 7) = 16 


5 


Atsakymas. 16: 


320 uždavinys. Moneta metama 5 kartus. Kokia tikimybė, kad 
herbas iškris ne mažiau kaip 4 kartus? 
Sprendimas. Tikimybė, kad herbas iškris 4 kartus: 


4 
P= Ct.) T EE E зу: 
Tikimybė, kad herbas iškris 5 kartus: 
т) г] 
P= сї (5) (5) = 1555 
Tikimybė, kad herbas iškris ne mažiau kaip 4 kartus: 


Р=Р,4) +Р,(5) = š> + 35 = 16. 
3 


Atsakymas. 16: 


13. Išvestinės. Integralai 


321 uždavinys. Išspręskite lygtį f(x) + f (2х) = 0, jeigu 
f(x) = 4x2 + 2х + 27. 

Sprendimas. f'(x) = 8х + 2; 

fx) = 4(2х)? + 2 : (2x) + 27 = 160 + 4x + 27; 

Р(х) = 32х + 4. 

Vadinasi, 8х + 2 + 32x + 4 = 0, x = —0,15. 

Atsakymas. —0,15. 


322 uždavinys. Suskaičiuokite f x? ln(x + /1 +x?)dx. 
Sprendimas. Pointegralinės funkcijos fx) = x? · In(x + /1 + x?) 
apibrėžimo sritis D(f ) = R simetriška koordinačių pradžiai. Be to, 
Дх) = (—x) : In(—x + /1 + (- x)2) = r. 
мс + 1 +x?) (x + /1 + x2) ав j L E Xx = 
x+ /1 + x° x+ /1 + x° 


= x? In + VI +x?) =x? In(x + /1 + x2) = J). 


Vadinasi, f(x) yra nelyginė funkcija, o jos pirmykštė funkcija – lygi- 
nė (įrodykite), todėl Í x? (х + /1 + x2)dx = 0. 


Zi 


Atsakymas. 0. 


1 
1-х 
Sprendimas. Pagal агсѕіпх apibrėžimą х є [—1; 1] teisinga tapatybė 
ѕіп(агсѕіпх) = х, todėl 


323 uždavinys. Įrodykite, kad (агсѕіпх) = 


2° 


(sin(arcsinx))'= 1; cos(arcsinx) · (агсѕіпх)' = 1; 
1 


arcsin x) = ——.. 
( ) cos ( arcsin x) 


Jeigu arcsinx = а, tai sina = x ir = < a < Se todėl cosa > 0 


(kai |x|< 1) ir cosa = y 1 — x?. 
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Vadinasi, (агсѕіпх) = z ыш 
1-х? 
/ 
Pastaba. Įrodykite, kad (arccos х) = – — ЕЦ 
а а?— х? 
I 
(атс х) = 2. 


324 uždavinys. 5 metrų ilgio kopėčios atremtos į sieną taip, kad 
vienas kopėčių galas yra 4 m aukštyje. Po kurio laiko kopėčios pradeda 
kristi slysdamos per grindis. Tuo pat metu viršutinis kopėčių galas 
artėja prie grindų tolygiu 2 pagreičiu. Kokiu greičiu tolsta nuo sienos 
apatinis kopėčių galas tuo metu, kai viršutinis galas yra 2 m aukštyje? 

Sprendimas. Tarkime, kad / laiko momentu kopėčių viršus yra y(/) 
aukštyje ir y(0) = 4, o apačia yra x(/) atstumu nuo sienos. 


Tada у() = 4 07 = 4 — f° ігу) = 2, jeigu 4 — P = 2, tai yra 


t= /2 s. 


Pagal Pitagoro teorema 
x(0= /52— у? (0) = /8°— 1*+ 9. 
Apatinio kopėčių galo tolimo nuo sienos greitis lygus 


wA =x (A= МЕ: ir aa Jeigu í = /2, tai 


ВГ 9 
VOEE] 


4-/42т 
21 s’ 


Atsakymas. 


325 uždavinys. Atkarpos АВ = 5 m galai slysta per koordinačių 
ašis taip, kad galas 4 artėja prie koordinačių pradžios 0 pastoviu д 
greičiu. Raskite trikampio АОВ ploto kitimo greitį tuo momentu, kada 
АО = 4 т. 

Sprendimas. Tarkime, kad taškas А yra ašyje О, taškas B — ašyje 
O „Jeigu iš pradžių 40 = a, o laiko £ momentu 40 = а - 21, tai pagal 
Pitagoro teoremą ВО = /25 — (а — 2t}. 
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Tada S 


AOB 


(= 140-80= Ma- 20 /25 — (а — 20, o ploto 
kitimo greitis 


=500=1.(-2./25 (а 20° 4-(а—20___ 
== 5-[-2-/25 — (а 3 9 I 
— -@5— (a — 20?) + (а — 297 


/ 25 — (а — 21)? 


Kadangi a — 2t = АО, tai S'(f) = 


2 . (AO): 25 
/25 — (AO): ` 


Jeigu AO =4, tai (p= 24 25 = 21 (т). 


/25-4 ЗА 


— 


m 
Atsakymas. 23 2 


326 uždavinys. Per tašką P (х,; y), esantį parabolės y = х? viduje, 

nubrėžkite tiesiąją, kertančią nuo parabolės mažiausio ploto segmentą. 
Sprendimas. Tiesės, einančios per tašką P (х,; у,), lygtis yra 
y=k: (x= x) tyy 


Šios tiesės ir parabolės y = x? taškų susikirtimo koordinatės tenkina 
; y = x°, 
sistema 
y = k- (X — хо) + Yo. 
Šių taškų abscisės x, ir x, tenkina lygtį х? — kx + (kx, — y) = 0, kuri, 
esant bet kuriai k reikšmei, turi dvi skirtingas šaknis, nes taškas P yra 
parabolės viduje. 


142 Išvestinės. Integralai 


Lygties diskriminantas lygus 
D=KF-4-(k,-y)=R-4k, +4у, = (Е 2х) +4: (у,—х„/) > 0, 
nes y, > ху. 


Segmento ВОС plotą S rasime pagal formulę 5 = 5 — J p dx, kur 
S, – trapecijos ABCD plotas. É 

S= 2 "a x3): @o— xi) — i (02 — х?) = Š = х1)? 

Kadangi 


xx=} (k И 4kxo+ 4yo) — 2 (k — /k°— 4kxo+ 4yo)= 


. 1 3 
= /k°— 4kxo+ 4yo, tai S= ç ` (/k*— 4kxo+ 4yo) . 
Mažiausią reikšmę S įgauna tada, kai k = 2x, (parabolės k? — 4kx, + 4y, 
viršūnės abscisė). 
4 (/ zi 
Taigi S „73 | уо— хе) ; 


Tiesė, kurios krypties koeficientas k = 2x,, eidama per tašką Р(х,; y) 
lygiagreti parabolės y = х? liestinei taške (x; xô). Iš čia išplaukia tiesės 
brėžimo būdas. 


327 uždavinys. Nurodykite visas funkcijos g(x) = 3x? + 2х — 2 
pirmykštes, kurių grafikai turi lygiai du bendruosius taškus su funkcijos 
g(x) grafiku. 

Sprendimas. Funkcijos g(x) pirmykštės turi pavidalą 

С(х) =x + х?— 2х + С. 

Reikia rasti visas parametro С reikšmes, kada lygtis 

# +х?—2х+С=3х°+2х—2 
turės lygiai dvi realiąsias skirtingas šaknis. 


Išnagrinėkime du lygties х? — 2x? — 4х = —C — 2 sprendimo būdus. 
1) Funkcija f(x) = х? – 2x2— 4x tolydi R, 
Р(х) = 3x2— 4x- 4 = (3x + 2) : (x-2). 
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Kaix< —2 irkaix>2, /(х)>0,оКаіх є (-2; 2), У) <0.Dide- 


dama intervale (-%; -2| funkcija Дх) ро 1 kartą įgauna visas 
reikšmes iš intervalo \-=: -%\ tai yra iš intervalo € 40) 
o intervale [2; +оо) po vieną kartą įgauna reikšmes, kurios уга ne 


mažesnės kaip -8. Mažėdama intervale |2; 2| ši funkcija po vieną 


kartą įgauna visas reikšmes iš intervalo Е 8; £|. 


Taip = Дх) po du kartus įgauna tiktai dvi reikšmes: —8 ir 20. 


Todėl jeigu 20 =-C- 2, tai C= -31Ž, o jeigu -8 =-C-2, tai C=6. 

2) Kad эй lygtis ax? + bx? + cx + d = 0 (a = 0) turėtų lygiai 
dvi šaknis, jos kairioji pusė turi būti užrašyta (х — х,)? · (ах + p) 
pavidalu. Tuomet funkcija f(x) = (x — x)? : (ax + p) ir jos išvestinė 
ГО) = 2(х — х,) (ax + р) + а(х — x)° turės bendrą šaknį. 

Mūsų uždavinyje f(x) = х”— 2x2— 4x + C + 2, f'(x) = 3х?— 4х — 4. 
Išvestinės šaknys lygios x, = -4 ir x, = 2. Kad jos būtų ir funkcijos 
fx) šaknys, būtina ir pakanka, kad f (-2) = 0, tai уга С = -343 arba 
JO) = 0, tai yra C = 6. Lieka įsitikinti, kad esant bet kuriai iš šių C 
reikšmių lygtis f(x) = 0 turi lygiai 2 skirtingas šaknis. 


Atsakymas. G (х) = x° + х?— 2х 312, ; Gœ) = +x- 2x + 6. 


328 uždavinys. Аг gali funkcijos y = x° + 2x – 1 grafiko liestinė 
sudaryti bukąjį kampą su teigiamąja ašies O kryptimi? 

Sprendimas. Liestinės kampo koeficientas — jos pasvirimo link 
ašies О, kampo tangentas — lygus /'(х,), kur x, — lietimosi taško 
abscisė. Mūsų užduotyje f'(x) = 3x*+ 2; /'(х,) > 0 esant bet kokiai x, 
reikšmei. tga > 0, а — smailusis kampas. 

Atsakymas. Ne. 


144 Išvestinės. Integralai 


> = © grafiko liestinės, 


329 uždavinys. Užrašykite funkcijos y = 
einančios per koordinačių pradžią, lygtį. 
Sprendimas. Perrašykime duotąją funkciją: 


+4)+ 2 ihi š 1 
у= ЫЕ ka р = д — tai hiperbolės lygtis, 
aera De 
Ук + ду: 


Liestinės krypties koeficientas lygus k = f '(х,) = r 


КРЕНЕ NS 
(x 0+ 4)’ ш 
x, — lietimosi taško abscisė. Kadangi liestinė eina per koordinačių pra- 


džią, jos lygtis у = kx = — La 


—2— 
(хо + 4)? 
Lietimosi taškas (x; у,) yra ir liestinėje, іг hiperbolėje, todėl 


_ х»+ 6 СЕИ 2 
= „+407 о 432 


x4 + 12х,+24=0, (х), = —6 — 2/3, (x), =—6 + 2/3. 
Uždavinio sąlygą tenkina dvi liestinės: 
_ =@ — /3)x —(2 + /3)х 
Е 4 4 ; 


хо+ Оо _ 2X0 
Xo+ 4 (x. + 4)? 


Хо, 


ir y = 
S xX. 


y 


Atsakymas. y = 


330 uždavinys. Raskite atstumą nuo koordinačių pradžios iki 
funkcijos y = / x grafiko liestinės taške 4 (1; 1). 
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Sprendimas. y' = (/x )' = E y(1)= 1 todėl liestinės, einančios 
2/x 2 


per tašką А, lygtis yra 
у=1+}(—1),у=фх +3. 
Tiesės ОВ, kuri statmena liestinei, krypties koeficientas lygus 
К=—2 (К.К = –1, jeigu K, - liestinės krypties koeficientas, k, = 2). 
Todėl tiesės OB, einančios per koordinačių pradžią, lygtis у = —2x. 


Raskime tiesių АВ ir OB susikirtimo taškų koordinates: 


о [R] - 2 


Atsakymas. р. 


331 uždavinys. Raskite funkcijos Дх) = sin |2 х) + cos Ë x) 
periodą. 

Sprendimai. 

1 būdas. Šios funkcijos apibrėžimo sritis D(f) = R. Jeigu T — funk- 
cijos periodas, tai 

sin(Ž (x + п) + соз 3 (х + п) = sin(Ž х) + cos(3 x). 


ка) coda = 948.0) 


Ši lygybė turi būti teisinga esant bet kokiai x reikšmei. 
Tarkime, kad x = 0: 


о) е) чы) 


э а) а) 
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10T — 2zk, 

15 

9T k, m € Z 

TS т 2лт, 

4 ataim азар 
=. 5 = T. 


Patikrinę įsitikinsime, kad 307 — duotosios funkcijos periodas. 
2 būdas. Funkcijos sin(2 x) periodas lygus T, = 22 = Зл. Funkcijos 
3 


соз(3 x] periodas lygus T, = = = я. Duotosios funkcijos periodas 


T lygus mažiausiam bendram skaičių T, ir T, kartotiniui. 


Raskime tokius sveikuosius k ir m, kad 3nk = 10 лт. к= 10, т = 9; 


Т = 30л. 

3 būdas. Akivaizdu, kad jeigu f(x + Т) = Ax), tai ir f(x + Т) = f'(x), 
tai yra, jeigu Т — funkcijos fx) periodas, tai šios funkcijos išvestinė 
funkcija taip pat turi periodą, lygų T. 

39483) 89403) 
Р(х) = 2042 š sin[ $ x J, 
пуу 4. [2 „| _ 9 (з | 

f) = 4 sin[2 x) 25 Cos| š X. 

Jeigu dvi funkcijos turi vienodą periodą, tai ir bet kuri jų kombinacija 
turės tokį patį periodą (gali būti ne mažiausią). 


Kadangi fx) + 9 27 "(х) = тб š cos[ š x), tai bet kuris šios funkcijos 
periodas lygus 10 0 лк. 

Analogiškai, kadangi /(x) + 23 СТА "(х) = - J sin [2 3 x), tai bet kuris 
šios funkcijos periodas lygus Зли. Vadinasi, 0 k = Зи, Т = З0л. 


Atsakymas. 307. 
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332 uždavinys. Raskite kampo tarp liestinių, nubrėžtų parabolės 
у = 3 + 2х — х? taškuose, kuriuose ji kerta ašį O „kosinusą. 
Sprendimas. y = 0, kai x, = —1 ir x, = 3, todėl parabolė kerta ašį О, 
taškuose А (—1; 0) ir B (3; 0). Liestinės, nubrėžtos taške А, lygtis yra: 
у=) +76) (+1), fC1)=4,y=4x+4, 
о taške В: 
у= 3) +f G): (3), (3) =—4, у= 4х + 12. 
Каѕкіте šių liestinių susikirtimo taško С koordinates: 
4x+4=—A4x+12;x=1,y=8, C (1; 8). 
Pagal atstumo tarp dviejų taškų formulę АС = BC = /68, АВ =4. 
Iš „ABC pagal kosinusų teoremą: 
АВ? = АС? + ВС? — 2AC · BC соѕС; 


16 = 68 + 68—2. 68 . cosC; cosC = 13. 
Atsakymas. Ë. 


333 uždavinys. Užrašykite funkcijos у= у 1 — 6x grafiko liestinės, 
kertančios lygias atkarpas teigiamosiose koordinačių ašių kryptyse, 
lygtį. 

Sprendimas. Pagal uždavinio sąlygą liestinė su koordinačių ašimis 
turi sudaryti lygiašonį statųjį trikampį. Vadinasi, su teigiamąja ašies О, 
kryptimi ji sudarys 180“ — 45° = 135° kampą. 

Liestinės kampo koeficientas k = tg135° = —1. Kita vertus, 


3 , 3 4 
к= (х) = – „todėl =1,x = -Ž. 
тетя /1 — бх ° 3 
Liestinės lygtis у = f(x) + f(x) : Œ х,), ir kadangi f (-4) =3, 
1 4 1 = Į _ š 4 = — 3 
f(-4F-1, taiy=3 1 [x+ 4),у= x+ 3: 


Atsakymas. y = —x + 12. 
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334 uždavinys. Apskaičiuokite figūros, apribotos linijomis x = O ir 
x= — бу + 5, plotą. 


Sprendimas. Sukeitę vietomis abscisių ir ordinačių ašis gausime, 
kad parabolė kerta ašį O taškuose —5 ir —1, о jos lygtis 


у= (х + 5): (x +1) = + бх +5. 


Figūra, kurios plotą reikia rasti, yra po ašimi O , todėl 


-i 
S=- [œ+ 6x + 5)х =(& + 3х? + 5x) = 102 
-5 


3 s 3 


Atsakymas. 102. 


335 uždavinys. Įrodykite, kad figūros, ribojamos ordinačių ašių, 
funkcijos y = 4x — x° grafiko ir jo liestinės taške su abscise x, = 0, plotas 
lygus plotui figūros, ribojamos tos pačios funkcijos grafiko, jo liestinės 
taške su abscise (—x,) ir ordinačių ašies. 

Sprendimas. 

Sudarykime liestinės, einančios per tašką А (x; 4x,- xà), lygtį: 
y=kx+b; Р(х) =4- 2х; у= (4—2х„)-х+ Ь|. 

Kadangi liestinė eina per tašką A, tai 4х, – xó = (4 – 2х0) : x, + b.. 

Iš čia b = х, y =(4— 2x,) : x+ хо. 

Sudarykime liestinės, einančios per tašką B (~x; -4x, — xü), lygtį: 
y=kx+b; fx) =4+2. xi 
А-х) = —x, — хо; y = (412) : x + b. 


Išvestinės. Integralai 149 


Kadangi liestinė eina per tašką B, tai 
4x,- xà = (á + 2х,) : x) + b,. 
Iš čia b, = xô, y = (4 + 2x,)- x + xô. 


Raskime užduotyje nurodytus plotus 5, ir S.. 


S,= J (4 - 2x0)-x + хі 4x + x2)dx = 
0 


„(4-2 E E 

-Í 5 +x? X 2 + 3 „at 
0 

5, = f (4 + 25) х + хф— 4x + х?) ах = 

_ [(á + 2x0): х? 4х2 | = 

(+ Bu) +x X > +5 Lt 


S, = 5,. Teiginys įrodytas. 


14. Įvairūs matematikos uždaviniai 


336 uždavinys. Dėžėje yra 4 balti ir 3 juodi rutuliai. Nežiūrint 
rutuliai traukiami po vieną, kol dėžėje nebelieka baltų rutulių. Tarkime, 
atsitiktinis dydis X — ištrauktų rutulių skaičius. Užrašykite atsitiktinio 
dydžio X skirstinį. 

Sprendimas. Tikimybė, kad pirmieji 4 ištraukti rutuliai bus balti, 

Casa l 
lygi P = а. = 35: 
Tikimybė, kad iš 5 ištrauktų rutulių tik 1, bet ne paskutinis, rutulys 


bus juodas, lygi P, = CE i R= 1 $š = 4 (atmetame galimybę, 


kad 4 balti rutuliai bus pirmi). 
Tikimybė, kad iš 6 ištrauktų rutulių tik 2, bet ne paskutiniai, bus 


juodi, lygi P, = єє: = (55 + £) = 2 (atmetame galimybę, kad 4 


balti rutuliai bus tarp 4 ar 5 pirmųjų ištrauktų rutulių). 
Tikimybė, kad iš 7 ištrauktų rutulių 3 rutuliai, bet ne paskutiniai, 


-Ci Сї_[1,4,‚2 
ОСЫ ypt = те [ss + 38 + 2) 


kad 4 balti rutuliai bus tarp pirmų 4, 5 ar 6 ištrauktų rutulių). 


+ = £ (atmetame galimybe, 


Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


Куа р 5 6] 
435 | 27 | 47 


Pastaba. Uždavinį galima išspręsti sudarius galimybių seką, vadi- 
namą „galimybių medžiu“. Pavyzdžiui, kai yra 1 juodas rutulys, galimi 
tokie variantai: BBBBJ, BBBJB, BBJBB, BJBBB, JBBBB. Pirmasis 
variantas netinka pagal uždavinio sąlygą. Tikimybė, kad susidarys kitas 
variantas, atitinkamai lygi 


з 2.3 1 4 3 3. 2.1 
7 6 5 43076 5 4 23 
2 3 3 2 1 2 2 3 2 1 
765437 6 5 4 3 
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J5. Vadinasi, tikimybė, kad iš 5 


ištrauktų rutulių 1 rutulys bus juodas (bet ne paskutinis), lygi 


Kiekviena iš šių tikimybių lygi 


337 uždavinys. Kiek yra skaitmenų 0, 1,2, ..., 9 perkėlimo variantų, 
kad skaitmuo 1 būtų tarp skaitmenų 0 ir 2? 
Sprendimas. Tokių perkėlimų yra tiek pat, kiek ir perkėlimų, kada 


0 yra tarp 1 ir 2, arba 2 yra tarp O ir 1, tai yra 101. 
Atsakymas. 1 209 600. 


338 uždavinys. Kiek dešimtainėje sistemoje уга penkiaženklių 
skaičių, turinčių bent 1 lyginį skaitmenį? 

Sprendimas. Kartais tam, kad būtų galima rasti baigtinės aibės 
elementų, kurie turi reikalaujamus požymius, skaičių, patogiau pirma 
rasti elementų, kurie neturi tokių požymių, skaičių, o tada atimti šį 
skaičių iš bendro elementų skaičiaus. 

Iš viso yra 9 · 10* = 90 000 penkiaženklių skaičių (nuo 10 000 iki 
99 999). Lyginių skaitmenų neturi 5° skaičiai: tai skaičiai, sudaryti iš 
skaitmenų 1, 3, 5, 7, 9, o jų skaičius lygus А;. Lyginius skaitmenis turi 
9-10*—55 = 86 875 skaičiai. 

Atsakymas. 86 875. 


339 uždavinys. Kiek yra skaitmenų 0, 1, 2, ..., 9 kėlinių, kad bent 
1 iš pirmųjų 3 skaitmenų dalytųsi iš 3? 

Sprendimas. Bendras dešimties elementų kėlinių skaičius lygus 
10! Raskime kėlinių skaičių, kada pirmieji 3 skaitmenys nesidalija iš 
3. Tokie skaitmenys yra 6: 1, 2, 4, 5, 7, 8. Jų seka yra svarbi, todėl šių 
skaitmenų kėlinių skaičius lygus Aš = $i =4- 5: 6 = 120. Likusias 
7 vietas galima užpildyti 7! būdais. Vadinasi, kėlinių, kada bent vienas iš 
pirmųjų 3 skaitmenų dalijasi iš 3, skaičius lygus 10! — Aš : 7! = 3 024 000. 

Atsakymas. 3024000. 
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340 uždavinys. Kiek dešimtainėje sistemoje yra penkiaženklių 
skaičių, turinčių vienodų skaitmenų? 

Sprendimas. Iš dešimties skaitmenų 0, 1, 2, ..., 9 galima sudaryti 
penkiaženklius skaičius su pasikartojančiais skaitmenimis (svarbi 
skaitmenų eilės tvarka) A. būdais. Tarp jų bus Ar, skaičių, prasidedančių 
skaitmeniu 0. 

Vadinasi, visų skaičių yra А; A,, = 10° — 104 = 9 10%, Tarp 
jų yra tokių skaičių, kurių skaitmenys nesikartoja. Raskime jų kiekį. 
Pirmuoju skaitmeniu tokiame skaičiuje gali būti bet kuris iš 9 skait- 
menų (išskyrus 0), antruoju — bet kuris iš likusių 9 skaitmenų, trečiuoju 
— bet kuris iš likusių 8 skaitmenų, ketvirtuoju — bet kuris iš likusių 7 
skaitmenų, penktuoju — bet kuris iš likusių 6 skaitmenų. 

Vadinasi, iš viso уга 9 · 9 - 8 · 7 · 6 = 27 216 tokių skaičių. Todėl 
penkiaženklių skaičių, kurie turi vienodų skaitmenų, yra 9 · 10* – 27216 = 
= 62 784. 

Atsakymas. 62 784. 


341 uždavinys. Ar yra toks iškilasis briaunainis, kurio visos sienos 
turėtų skirtingą briaunų skaičių? 

Sprendimas. Tarkime, kad yra. Tegul didžiausias sienos briaunų 
skaičius lygus и. Su šia siena ribojasi, tai yra turi bendrą briauną, и sienų. 
Jų briaunų skaičius skirtingas ir mažesnis už и. Tegul tai bus skaičiai 
n-1,n-2,...,4, 3 (siena negali turėti mažiau kaip 3 briaunas). Tuomet 
skaičių yra n — 3, o sienų и. Šis teiginys yra prieštaringas, vadinasi, turi 
būti sienų su vienodu briaunų skaičiumi. 

Atsakymas. Tokio briaunainio nėra. 


342 uždavinys. Tiesės / ir m yra lygiagrečios. Tiesėje / pažymėti 8 
taškai, tiesėje т pažymėta 11 taškų. Suskaičuokite: 

a) trikampių su viršūnėmis pažymėtuose taškuose skaičių; 

b) iškilųjų keturkampių su viršūnėmis pažymėtuose taškuose 
skaičių. 

Sprendimai. 

a) Раёте 2 taškus vienoje tiesėje, o trečią tašką kitoje, gausime 
trikampį su viršūnėmis šiuose taškuose. Tokiu būdu galima sudaryti 
8- Са +11- Ci trikampių (taškų parinkimo tvarka nesvarbi). 
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b) Su kiekviena iš Сё porų taškų tiesėje / galima sujungti bet kurią 
iš Са porų taškų tiesėje m ir tuomet gaunamas vienas (viršūnių sekos 
tvarkos tikslumu) iškilasis keturkampis. Vadinasi, yra tiktai C- Са 
keturkampių, kurie atitinka uždavinio sąlygą. 

Atsakymai. a) 748; b) 1540. 


343 uždavinys. Yra 6 skirtingos dėžės, 4 vienodi balti ir 3 vienodi 
juodi rutuliai. Keliais būdais galima sudėlioti rutulius į dėžes taip, kad 
kiekvienoje būtų bent po 1 rutulį? 

Sprendimas. Kadangi yra 6 dėžės ir 7 rutuliai, o tuščių dėžių likti 
negali, tai vienoje iš dėžių turės tilpti 2 rutuliai, o kitose 5 dėžėse — po 1. 

Kalbame apie kėlinius su pasikartojimais. Jei vienoje iš 6 dėžių bus 
2 balti rutuliai, tai į kitas 5 dėžes reikės įdėti 2 baltus ir 3 juodus rutulius. 
Šių veiksmų variantų skaičius lygus о? `6 = 60. Jei vienoje iš dėžių 
bus 2 juodi rutuliai, tai likusius 4 baltus ir 1 juodą rutulius į 5 dėžes 


nurodytu būdu bus galima sudėti w Hi 6 = 30 būdais. Jei vienoje iš 


dėžių bus I juodas ir 1 baltas rutuliai, tai likusius 3 baltus ir 2 juodus 
rutulius bus galima sudėti 1 > ' 6 = 60 būdais. 


Atsakymas. 150 būdų. 


344 uždavinys. Įrodykite, kad л? — 522 + 4n dalijasi iš 120, kai n yra 
bet kuris natūralusis skaičius. 

Sprendimai. 

1 būdas. Suskaidykime duotąjį reiškinį daugikliais: 

m-5n'+4n=n-(n*-5n*+4)=n-(n?-4)- (n?-1) = 

=(1-2)-(n-1)-n-(n+1)-(n+ 2). 

Gausime penkių nuosekliųjų natūraliųjų skaičių sandaugą. 

Vadinasi, vienas iš šių skaičių dalijasi iš 5, bent vienas dalijasi iš 3, 
vienas iš 2 ir vienas iš 4. Todėl sandauga dalijasi iš 5-3 -2 · 4 = 120. 

2 būdas. Teiginys teisingas, kai n = 1 ir n = 2. Kai n > 3, С?,, (реп- 
kiaelemenčių poaibių iš (n + 2) elementų skaičius) — akivaizdžiai 
sveikasis skaičius. Bet 

Gus (п + 2)Xn + 1)п(п+ D(n + 2) _ n°— 5n'+ 4n 

Ы 1-2 -3-4-5 120 

уга sveikasis skaičius. Teiginys įrodytas. 
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345 uždavinys. Raskite dešimtainės skaičiaus L išraiškos šimtąjį 


skaičių po kablelio. í 

Sprendimas. Dalydami 1 iš 7 gausime periodinę trupmeną 
0,(142857), kurios periodas susideda iš 6 skaitmenų. 

Kadangi 100 = 6 : 16 + 4, tai šimtojoje pozicijoje po kablelio bus 
ketvirtasis periodo skaičius, tai yra skaitmuo 8. 

Atsakymas. 8. 


346 uždavinys. Pirmasis skaičių sekos narys lygus 320%, o kiekvienas 
kitas narys, pradedant antruoju, lygus ankstesniojo nario skaitmenų 
sumai. Raskite šios sekos penkioliktąjį narį. 

Sprendimas. Jei skaičius dalijasi iš 9, tai ir jo skaitmenų suma 
dalijasi iš 9. Kadangi 320% = 324204 = Q . 22004 tai visi duotosios sekos 
nariai dalijasi iš 9. Iš nelygybės 32 < 10 išplaukia, kad 320% = (329100 < 
< 1095. Todėl skaičiuje 3%% yra ne daugiau Каір 1003 skaitmenys. 

Vadinasi, antrasis sekos narys nėra didesnis už 9 · 1003 < 10“, tai 
yra turi ne daugiau kaip 4 skaitmenis. Trečiasis sekos narys ne didesnis 
už 9 : 4 = 36, ketvirtasis — mažesnis už 18. Kadangi ketvirtasis narys 
(kaip ir pirmieji trys) dalijasi iš 9, tai jis lygus 9. Todėl ir visi kiti nariai 
lygūs 9. 

Atsakymas. 9. 

Pastaba. Visi natūraliųjų skaičių sekos nariai, kurios n-tieji na- 
riai lygūs (n — 1)-ojo nario skaitmenų sumai, pradedant nuo tam tikro 
yra vienodi ir lygūs pirmojo sekos nario padalijimo iš 9 dalybos liekanai 
r (jeigu r + 0) arba 9 (jeigu r = 0). 


347 uždavinys. Įrodykite, kad nė vienas iš sekos 11, 111, 1111, 
11111, ... skaičių nėra sveikojo skaičiaus kvadratas. 

Sprendimas. Lyginio skaičiaus kvadratas уга (2m)* = 4m, о 
nelyginio (2m + 1)2= 4n + 4m + 1, todėl sveikojo skaičiaus kvadratas 
arba dalijasi iš 4, arba dalijant iš 4 lieka liekana 1. Šios sekos skaičius 
galima užrašyti tokiu būdu: 


11...11 = 11...100 + 11, kur pirmasis dėmuo dalijasi iš 4, o antrasis 
k-2 


k 
dalijant iš 4 palieka liekaną 3. Vadinasi, dalijant šios sekos skaičius iš 4, 
lieka liekana 3, o tokie skaičiai negali būti sveikųjų skaičių kvadratai. 
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348 uždavinys. Įrodykite, kad 

11-1+21-2+31-3+..+7/-n=(n+1)!- 1. 

Sprendimas. Kadangi (n + 1)! — n! = n! : (n + ]) — n! = n! n, tai 
įrašę į lygybę n/-n=(n+1)!-n/, n= 1,2, ..., п gausime: 

1!-1=2!—1!;2!-2=3!—2!;..;я/<п=(п+1)!—-п/ 

Sudėję šias lygybes gausime tokį rezultatą, kokį ir reikėjo įrodyti. 


349 uždavinys. Supaprastinkite reiškinį 


JS -=J 1525 , 


Sprendimas. 


/29 — 12/5 =/20- 12/5 + 9 = 

= /(2/5)7— 12/5 +9 = /(2/5 – 3) = 2/5 – 3; 
08 05-32 = J6— BS =] dy- BZ5 + Y= 
=/(/5—' =/5-1; //5-(/5-1 = 1. 


Atsakymas. 1. 


350 uždavinys. Įrodykite, kad pirminio skaičiaus dalybos iš 30 
liekana lygi 1 arba pirminiam skaičiui. 

Sprendimas. Dalijant bet kurį natūralųjį skaičių iš 30, dalybos 
liekana r lygi vienam iš skaičių 0, 1,2, ..., 29. 

Jeigu p – mažesnis už 30 pirminis skaičius, tai dalybos iš 30 liekana 
lygi pačiam skaičiui р, tai ir yra pirminis skaičius. Jei р — didesnis už 30 
pirminis skaičius, tai galima užrašyti: p = 30 : k + r, kur k — nepilnasis 
dalmuo, о r — liekana. 

Akivaizdu, kad 7 negali dalytis iš 2, 3 arba 5, nes kitaip p turėtų 
dalytis iš šių skaičių, bet p — pirminis skaičius. Todėl liekana r gali būti 
lygi vienam iš skaičių 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, tai yra būti lygi arba 
1, arba pirminiam skaičiui. 
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351 uždavinys. Įrodykite, kad suma 1 +2 +3 +... + n, kur n є N, 
negali baigtis skaičiumi 7. 

Sprendimas. Pagal aritmetinės progresijos narių sumos formulę ši 
suma lygi 5 = 1 5 n .n.Iščia2- S. = п(п + 1). Jeigu 5 baigtųsi 7, tai 
2 - S. turėtų baigtis 4. Bet 2 gretimų natūraliųjų skaičių sandauga negali 
baigtis 4. Iš tikrųjų: 

1-2—>2,2-3—>6,3-4—>24-5—>0,5-6—>0,6-7—>2, 
7-8—6,8-9—>2,0-1—>0. 

Vadinasi, S. negali baigtis skaičiumi 7. 


352 uždavinys. Keliais nuliais gali baigtis skaičius 

19 + 2+ 3" +4" иє М? 

Sprendimas. Каі n = 1 arba 2, suma baigiasi 1 nuliu, kai n = 3 bai- 
glasi 2 nuliais, kai n = 4 — nesibaigia nuliu. 

Jei skaičius А baigiasi 3 ar daugiau nulių, tai jį galima užrašyti 
A=N-1000=N- 125 · 8, vadinasi, jis dalijasi iš 8. Mes jau paminėjome 
atvejį, kai n < 4. Įrodykime, kad jeigu n > 5, skaičius 1" + 2" + 3" + 4" 
nesidalija iš 8. Dėmenys 2" ir 4" dalijasi iš 8, dalijant 1" gausime liekaną 
1, o dalijant 3" – liekanas 1 arba 3. Vadinasi, esant tokioms п reikšmėms 
In + 2" + 3" + 4" nesidalija iš 8, todėl šis skaičius negali baigtis 3 ar 
daugiau nulių. 

Atsakymas. 0; 1; 2. 


353 uždavinys. Įrodykite, kad iškilajame 27-kampyje yra įstrižainė, 
nelygiagreti nė vienai jo kraštinei. 
2n: (2n — 3) р 3n 
įstrižainių. Iš jų vienai kraštinei gali būti lygiagrečios ne daugiau kaip 
2n — 4 
2 


Sprendimas. Iškilajame 27-kampyje yra 


= п – 2 |5ігіхаіпёѕ (4 viršūnės yra 2 kraštinėse, įstrižainės jungia 
skirtingų kraštinių viršūnes). Kadangi daugiakampis turi 27 kraštinių, tai 
lygiagrečių 1 kraštinei įstrižainių skaičius ne didesnis už 27 · (n—2)= 
= 202 — 4n. Bet šis skaičius mažesnis už bendrą įstrižainių skaičių 
202 -3n. 

Vadinasi, yra įstrižainė, kuri nėra lygiagreti nė vienai 27-kampio 
kraštinei. 
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354 uždavinys. Raskite reiškinio arcsin(arcsinx) apibrėžimo sritį. 

Sprendimas. Reiškinys turi reikšmę, kada —1 < arcsinx < 1. Iš čia 
-sinl < x < sinl; D(y) = [-sinl; 5101]. 

Atsakymas. [-sinl; sin1]. 


355 uždavinys. Išspręskite lygtis: 

а) х = агсѕіп(ѕіпх); 

b) arcsin(—x) = агссоѕ(—х); 

с) агсѕіп(1 — x) = arccos(1 + x). 

Sprendimai. 

a) Kadangi arcsina yra kampas, priklausantis intervalui |- 59 z| 
tai šis intervalas yra galimų x reikšmių sritis. Кїїа vertus, esant bet 
kokiai x reikšmei iš šio intervalo, arcsin(sinx) = x. 

Vadinasi, lygties sprendiniai bus => < x = a 

b) Galimų reikšmių sritis: -1 < x < 0. Sudėkime lygtį arcsin(—x) — 
— arccos(—x) = 0 ir tapatybę arcsin(—x) + arccos(—x) = 28 


/2 


2 : arcsin(—x) = 2 arcsin(-x) = a х= > 


с) Kai x < 0, агсѕіп(1 — x) neturi prasmės; kai x > 0, arccos(1 + x) 


neturi prasmės; x = O nėra duotosios lygties [z Ф 0) sprendinys. 


Atsakymai. a) x < =з zj. b)x=- М2, 


DE c) nėra sprendinių. 


Pastaba. Įrodykite, kad arcsina + arccosa = $ jeigu іа < 1. 


356 uždavinys. Kai pėsčiasis nuėjo 1 km ir і likusio kelio, jam dar 


liko nueiti 4 viso kelio ir 1 km. Koks viso kelio ilgis? 


Sprendimai. 
I būdas. Nuėjus 1 km ir likusio kelio pėsčiajam liko nueiti kitą 4 
likusio kelio, kas yra lygu į viso kelio plius 1 km. 


Vadinasi, likęs nenueitas po 1 km kelias sudaro š viso kelio plius 


158 Įvairūs matematikos uždaviniai 


2 km. Bet likęs kelias 1 km trumpesnis už visą kelią. 


Vadinasi, 3 viso kelio sudaro 1 + 2 = 3 (km), o visas kelias lygus 
9 km. 
2 būdas. Tarkime, kad nuėjus 1 km dar liko nueiti x km. Kai pėsčia- 


sis nuėjo dar > km, jam liko nueiti l -(x + 1) + 1km. 


Todėl x = > + 4 (х + 1) + 1, х = 8, о visas kelias lygus 8 + 1 = 
= 9 (km). 
Atsakymas. 9 km. 


357 uždavinys. Padalykite skaičių 90 į dvi dalis taip, kad 40 Yo 
vienos dalies būtų 15 daugiau 30 % kitos dalies. 

Sprendimas. Jeigu sudėtume 40 % pirmosios skaičiaus dalies ir 
40 % antrosios skaičiaus dalies, gautume 90 · 0,4 = 36. O jeigu iš 40 % 
pirmosios skaičiaus dalies atimtume 30 % antrosios dalies, gautume 15. 

Vadinasi, 70 Yo antrosios skaičiaus dalies sudaro 36 — 15 = 21, о 
visa antroji skaičiaus dalis lygi 30. 

Atsakymas. 60 ir 30. 


358 uždavinys. Kiek kartų per parą laikrodžio valandų ir minučių 
rodyklės: a) sutampa, b) sudaro ištiestinį kampą? 

Sprendimai. a) Minučių rodyklės greitis 12 kartų didesnis už 
valandų rodyklės. Jei per laiką tarp dviejų rodyklių sutapimų valandų 
rodyklė apsisuka Ž dalies viso rato, tai minučių rodyklė per tą laiką 


apsisuks 12 dalį rato, tai yra visą apsisukimą ir dar 1 dalį rato. 

Todėl 12 = 1+ 1, x = 11. Taigi per laiko tarpą tarp dviejų arti- 
miausių rodyklių sutapimų valandų rodyklė apsuks i dalį rato. Per 
parą valandų rodyklė apsisuka du ratus, ir per tą laiką rodyklės sutaps 


21 h = 22 kartus. Jeigu atsižvelgsime ir į pradinę rodyklių sutapimo 


padėti (paros pradžia), tai iš viso rodyklės sutaps 23 kartus. 

b) Per laiko tarpą tarp dviejų artimiausių rodyklių sutapimų kampas 
tarp jų bus ištiestinis (=180°) tiktai vieną kartą. Per parą rodyklės 
sutampa 23 kartus, todėl ištiestinis kampas tarp jų susidarys 22 kartus. 

Atsakymai. a) 23 kartus; b) 22 kartus. 
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359 uždavinys. Du žmonės leidžiasi žemyn judančiu eskalatoriumi. 
Pirmasis leisdamasis suskaičiavo 50 pakopų, antrasis — 75. Vienas iš jų 
juda du kartus greičiau už kitą. Kiek pakopų jiems reikėtų nulipti, jei 
eskalatorius sugestų? 

Sprendimas. Tarkime, kad pirmojo žmogaus greitis yra x pakopų 


per minutę, о antrojo — 2x pakopų per minutę. Pirmasis žmogus leidosi 
20 minučių, antrasis 2 minučių. Tegul eskalatoriaus greitis — y 
pakopų per minutę. Kol leidosi pirmasis žmogus, eskalatorius nusileido 


30 ХУ pakopų, о eskalatoriaus ilgis lygus 50 + a pakopų. Kol leidosi 


antrasis žmogus, eskalatorius nusileido 3 


75 + 13у 


> lets o jo ilgis lygus 


pakopų. 


50 75у 


Vadinasi, 50 + > = = 75 + Da 2x. Kiekvienas žmogus su- 


stojusiu eskalatoriumi turėtų nulipti 50 + s0 -2x = 150 pakopu. 
Atsakymas. 150 pakopu. 


360 uždavinys. Įrodykite, kad jeigu m? + п? = а? + Ь + с? = 1, tai 
Ima + nb + c| < /2. ž К 

Sprendimas. Vektoriai и (m; и; 1) ir у (а; b; с) turi ilgių reikšmes 
У 2ir 1 (įrodykite). 2 

Todėl и: у= |и |-|у |-cos,v) < Iz |-|v|= /2 .1 = /2. 

Betu- v = ma + nb + c, vadinasi, | ma + nb + c| < /2. 


361 uždavinys. Panaikinkite iracionaluma trupmenos 
E ли с vardiklyje. 
Sprendimas. Tegul = =a+b-V3 1-9. 
Tada (1 —/3 — 1⁄9) (а +6/3 + c/9)= 
(а — 3b – 3с) + (b — a — 3c) -3/3 + (c — a — b) -3/9 =2 
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a-3b- Зс = 2, 
ir todėl 15 — a — Зс = 0, 
c-a-b=(. 


Spręsdami šią sistemą, randame: a = 1 p= 


Atsakymas. 1 ; (1 — 23/3 = 3/9). 


362 uždavinys. Išspręskite nelygybę log log,(3* – 4) > 0. 

Sprendimas. Kadangi turi būti įvykdyta 3* — 4 > 0 sąlyga, tai 
3* > 4 = 31%, x> ]ор„4 > I ir nėra būtina nagrinėti 2 atvejų: kai logarit- 
mo pagrindas 0 < x < 1, ir kai x > 1. 

Vadinasi, log log,(3* — 4) > log 1, 

log,(3*— 4) > 1 = log,2, 

3*— 4 > 2, 3* > 6 = 31856, x > log, 6. 

Atsakymas. x > 109,6. 


363 uždavinys. Yra a loterijos bilietų, tarp kurių b bilietų su 
laimėjimais (b < a). Pirmas žmogus ištraukia 1 bilietą, o po jo bilietą 
traukia antras žmogus. Įrodykite, kad jie turi vienodas galimybes 
laimėti. 

Sprendimas. Jeigu pažymėsime įvykį „antras žmogus ištraukė 
bilietą su laimėjimu“ 4, o įvykį „pirmas žmogus ištraukė bilietą su 
laimėjimu“ B ir įvykį „pirmas žmogus ištraukė bilietą be laimėjimo“ 
B „tai 

P(B) = b o P(A) = P(B) : P(A/B) + PLB) P(A/B |) = 


a 
-b b-1 a-b. b _ 1 „(ы ру 
а = a а-1 a-(a-1) (0500—07) 
а= 1), b 


a(a-1) а 
Vadinasi, Р(А) = P(B). Teiginys įrodytas. 
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364 uždavinys. Į dėžutę sudėta 30 lempučių ро 60 vatų ir n lempučių 
po 75 vatų. Nežiūrint ištraukiama viena, paskui antra lemputė. Kiek 
dėžutėje buvo 75 vatų lempučių, jeigu tikimybė, kad antroji ištraukta 
lemputė bus 75 vatų, lygi 0,25? 

Sprendimas. Pažymėkime teiginį „antroji lemputė yra 75 vatų“ А, 
teiginį „pirmoji lemputė yra 60 vatų“ B , teiginį „pirmoji lemputė yra 


75 vatų“ B.. 
Tada P(4)= Р(В,) · P(A/B,) + P(B.) ` P(A/B,): 
—_ 30 n п_. п—1 
Р) = зуп Baen 30+лй 29+ 


Kadangi pagal uždavinio sąlygą Р(А) = 0,25, tai 


30n + n(n — 1) _ 
(30 + n)X29 + n) 


Atsakymas. 10. 


0,25, и = 10. 


365 uždavinys. Yra tam tikras kiekis informacijos. Ar galima ją 
suskaidyti dalimis ir perduoti 5 žmonėms taip, kad 2 iš jų kartu nežinotų 
visos informacijos, o bet kurie 3 žinotų? 

Sprendimas. Padalykime visą informacijos kiekį į 10 dalių ir 
sunumeruokime šias dalis skaičiais nuo 1 iki 10. Sudarykime lentelę 
(jei žmogus žino duotosios informacijos dalį, langelyje žymėsime 1, jei 
nežino — 0): 


Informacijos 
dalis 


Iš lentelės matyti, kad jokie 2 žmonės kartu nežino visos informacijos 
(kuriame nors stulpelyje abiem įrašytas nulis), o bet kurie 3 žmonės 
kartu žino visą informaciją (bet kuriame stulpelyje bent vienam iš 
žmonių įrašytas 1, tai yra jokiame lentelės stulpelyje nėra įrašyti 3 
nuliai). Vadinasi, uždavinį įmanoma atlikti. 

Atsakymas. Galima. 
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366 uždavinys. Raskite funkcijų reikšmių sritį: a) y = cos?x — cosx; 
b) у = 3cosx + 4sinx- 1. 
Nuorodos. 
= S А БВ) = 2 
a)y (сов? x 2 cosx 7+4 4 = (05х — 2 4: 
b)y=5- (3 cosa + 2 пх) — 1 = 5sin(x + ф) – 1. 


Atsakymai. a) E) = |- £ 2|, b) EO) = [—6; 4]. 


367 uždavinys. Raskite funkcijos y = log 80 
“13 + logs(125 + х*) 


reikšmiu sriti. 
Sprendimas. Kadangi 125 + x* > 125, tai 
log.(125 у > се = 3 ir 13 + log,(125 + x*) > 16; 


_ 280 _ 
= Bre re Š 16 5. 


Todėl у = log,,4 = log: A ir jeigu А = 5, tai y = –1, o jeigu А < 5, 
tai у> —1. Е(у) = [—1; +оо). 
Atsakymas. [—1; +оо). 


368 uždavinys. Raskite arccos[cos бл sz), 


5 
Sprendimas. arccos[cos Z )= = arccos 


+): 


= _ Др. = Z. 2. л\ 2 1. 41 
arccos| COS z) Л arccos[cos z) Л 5 = 5 ` 


Atsakymas. 4л. 


369 uždavinys. Ar уга tokių sekos с = и? – n + 2 narių, kuriuos 
padalijus iš 6 liktų liekana 3? 

Spendimas. Kadangi т? —n=n(n7—1)=(n—1)-n-(n+ 1) yra 3 
nuosekliųjų natūraliųjų skaičių sandauga, tai bent vienas iš šių skaičių 
turi dalytis iš 2, o vienas skaičius dalijasi iš 3. Vadinasi, т? — n dalijasi 
iš 6 ir c, dalybos iš 6 liekana yra 2. 

Atsakymas. Ne. 
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370 uždavinys. Nubraižykite funkcijos grafiką: 
x-2 x-2 ви х—1 
х) = + ; +1 
Je) /x+2+/x—2 /x2—4—x+2 тс +1) 
оа x Supaprastinkime duotąją funkciją ir gausime 
Дх) = lp — 1 su sąlyga, kad x > 2. 


‚ү 
/х+1 


371 uždavinys. Raskite funkciją, kuri tenkintų sąlygą 


3- f(x) — 2:71) = 4x — 1, ir ištirkite jos lyginumą. 
Sprendimas. Pakeiskime x į 1 ir išspręskime sistemą: 
3-p(1)- 2: уо) =4-х, [2 


5- f(x) = 3 + 10x; 
2.1) з) 4-1 |3 


Дх) = 2х + 1, J) = 2 : (х) + L = f(x). Funkcija nelyginė. 
Atsakymas. /(x) = 2x + 1; funkcija nelyginė. 


372 uždavinys. Geometrinėje progresijoje 5, = 6, b, + b, + b, = 10,5. 
Raskite progresijos vardiklį. 


Sprendimas. 
°. bi + В+ b; = 6, b-(1+4+47) = 6, 
1 būdas. 
bi+ bs+ bs= 10,5; |b (1 + 42+ qt) = 10, 5. 


Padalykime antrąją lygtį iš pirmosios: | = 12 4 = 1. 

Iš čia, atsižvelgiant į tai, kad д + 4? + 1 = (f + 24 +1) – 47 = 
=(g7+1)*-47=(4"+4+1)-(g7-4+ 1), gauname: 

Ф-9+1 = 1,4 = 0,5; q, = LS 


2 būdas. Skaičiai 1; 9; 4° sudaro geometrinę progresiją su vardikliu 
q, o skaičiai 1; 42; qf sudaro ганны progresiją su vardikliu 42. 


= Е 3 
Tod 1 +q += 7 itet 00 ү (4°) 


g 
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аа аьа Ота _ 
1+а+0 (l1-—q): (1 -— q) (1-g(1 + gX 1 — q°) 
1+4 


3 
= =1-9+4;1-9+ф = 


AJN 


Atsakymas. —0,5 arba 1,5. 


373 uždavinys. Yra penkios atkarpos, kurių ilgiai 4, 6, 9, 10, 11. Iš 
jų atrenkamos trys ir norima sudaryti trikampį. 

a) Kokia tikimybė, kad iš šių atkarpų bus galima sudaryti 
trikampį? 

b) Kokia tikimybė, kad šis trikampis bus bukasis? 

Sprendimas. Sudarykime iš atkarpų ilgių galimus variantus po 3 
skaičius: (4, 6, 9); (4, 6, 10); (4, 6, 11); (4, 9, 10); (4, 9, 11); (4, 10, 11); 
(6, 9, 10); (6, 9, 11); (6, 10, 11); (9, 10, 11). Iš 3 atkarpų galima sudaryti 
trikampį, jei ilgesnė iš šių atkarpų yra mažesnė už kitų 2 atkarpų ilgių 
sumą (trikampio nelygybė). Mūsų variantuose: 9 < 4 + 6; 10 = 4 + 6; 
11>4+6;10<4+9; 11 <4+9; 11 <4 + 10; 10 <6 +9; 11 <6+0; 
11<6+ 10; 11<9+ 10. 

a) Iš duotųjų 10 atkarpų variantų trikampį galima sudaryti 8 atvejais, 
todėl P =?” = 0,8. 

b) Pagal kosinusų teoremą с? = а? + b? – 2ab · cosC, kur a, b, 
c — trikampio kraštinių ilgiai, o kampas C yra priešais kraštinę 
а? + b2— с? 

ab 


c. Iš čia cosC = . Jeigu ZC yra bukasis kampas, tai 


cos С < Oir tada а? + b с? < 0, с? > a? + Р. Trikampyje priešais 
didesnįjį kampą yra didesnioji kraštinė, todėl bukasis kampas turi būti 
priešais didesniąją kraštinę. Iš tų atkarpų variantų, iš kurių būtų galima 
sudaryti trikampį, randame: 92 > 42 + 62; 102 > 42 + 92: 11? > 42 + 92; 
11? > £ + 102; 102 < 62 + 92, 112 > 62 + 92; 112 < 62 + 102; 112 < 92 + 102. 


= 0.5. 


Vadinasi, 5 atvejais trikampis bus bukasis. P = 10 


Atsakymai. a) 0,8; b) 0,5. 

Pastaba. Antruoju (b) atveju galima kalbėti apie sąlyginę tiki- 
mybę: kokia tikimybė, kad trikampis bus bukasis, jei žinoma, 
kad iš šių atkarpų galima sudaryti trikampį? 


= „Эш 
Tada P = те 8 0,5. 


15. Priedas. Matematinė indukcija. Kompleksiniai 
skaičiai 


374 uždavinys. Įrodykite, kad: 
a) A; = m(m — 1)... (m — n + 1); 
b) P =1:2:3... n=n!; 
= т! : 
c) Ca, = n!(m — п)!” 
d) (a ta,+..+a)=a°”+a”+..+a?'+2(a- ara a t+.. 
ta са); 
п? _ n: (n+!) 
2n — 1): (2n+ 1) 2.(2п+1)` 


e) Ta = + 325 +... + ( 


Sprendimas. Taikykime matematinës indukcijos metoda. [rodymas 
bus pagrįstas tokiu matematinės indukcijos principu: jeigu teiginys A(n) 
teisingas, kai и = 1, ir iš to, kad jis teisingas, kai n = k, k e N, išplaukia, 
kad jis teisingas ir skaičiui п = k + I, tai teiginys A(n) teisingas ir bet 
kuriam natūraliajam skaičiui n. 

Kartais šis teiginys taikomas ne visiems natūraliesiems и, о tik 
п > р, kada p - tam tikras natūralusis skaičius. Tada matematinės 
indukcijos principas formuluojamas taip: jeigu teiginys teisingas, kai 
n =p, ir iš to, kad jis teisingas, kai n = k, k 2 p, išplaukia, kad jis teisingas, 
kai n = k + 1, tai teiginys bus teisingas bet kuriuo n € N, n > p. 

Matematinės indukcijos metodas taikomas šia tvarka: 

1) Teiginio teisingumas tikrinamas, kai n = 1 (arba n = p). Tai 
vadinama indukcijos baze. Jeigu teiginys teisingas, einama toliau; 

2) Indukcinis žingsnis. Daroma prielaida, kad teiginys teisingas, 
kai n = k (indukcinė prielaida), ir įrodoma, kad jis bus teisingas, kai 
п = k + 1. Įrodžius galima teigti, kad taikant matematinės indukcijos 
principą įrodyta, jog teiginys teisingas bet kuriuo n e N (arba kai 
n > p) atveju. 


d) Kai n=2 : (a, +а,) =a? + a; + 2a a, – teiginys teisingas. 
Darome prielaidą, kad teiginys teisingas, kai 

рео тачна a ra kota +255 
(S — visos galimos šių dėmenų porinės sandaugos). 
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Įrodysime, kad formulė teisinga ir kai n = k + 1: 
(a ta,+..+a+a,) = ((а,+а,+...+ а) + а, |)” = (а, tat... 
starta r tUa tü t... tg): Q P ta aa t 
eA q u agua ta чр ЕО ИБ a E + 


2+ s, kur S, — visos galimos ошл „a.,a.,, porinės sandaugos. 


Ono 
Formulė teisinga, kai и = k + 1. Taigi ji bus teisinga ir bet kuriuo 
n e Natveju. 


e) Kairiąją а риѕе каа S.Kain= 1,8 = T = 
-(+1) 1. 1) 1. 

» Gpl L 4373 teiginys teisingas. 

К+ D 

2(2k + 1), 


Dešinioji pusė 


Darome prielaidą, kad 5 = ir įrodysime, jog 


_ (k+ 1k + 2), 
к 2(2k + 3) 

s -gı +} _kk+D | _ (+1) 
Tk Ok DQOk+3) 208+ 1)" Qk+DQk+3 


_ (k + (KG 2k + 3) + 2(k + 10) _ (k + 1)Qk2 + 5k + 2) _ 


2(2k + 1)(2?k + 3) 2(2k + 1)(2k + 3) 
_ (k + 1)(2k + 1)(k + 2) _ (k + D(k + 2) 
2(2k + 12k +3)  2(2k+ 3) 


Taigi pasinaudoję matematinės indukcijos principu nustatėme, kad 
teiginys teisingas bet kokiam п є М. 


375 uždavinys. B ha kad 
1#+ 2*+..+п®% = = п (п + 1)(2п + 1)(302 + Зи – 1). 


Sprendimas. Кан lygybės pusę pažymėkime 5. Jeigu и = I, 
teiginys teisingas (1 = 1). Darome prielaidą, kad teiginys teisingas, kai 
n= k- 1, ir įrodome, kad jis teisingas, kai n = k: 


5, S tK = h(k- DKGk- DG -3k- 1) +K = 
= з(у((®— DEK- DGP – 3k- 1) + 30°) = 


= зу (Е— 1)(2k 1)(3 + 3k— 1) — 6 – 1(2k- 1) + 306) = 
= H- 1)(2&— DGE + 3k —1) + 6&(32 + 3k- 1) = 
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= GR + 3Е—1)(2 +3k+ 1) = 
= МЕ + Qk + DGE + 3k- 1). 


Teiginys teisingas bet kokiam п є М. 

Pastabos. 1. Primename, kad ах? + bx + с = а(х —x )(x —x,), kai x, ir 
x, - kvadratinio trinario, esančio kairiojoje lygybės pusėje, šaknys. 

2. Kadangi kairioji lygybės pusė — natūralusis skaičius, įrodykite, 
kad jeigu и — bet koks natūralusis skaičius, 

n(n + 1): (2n + 1)(3n? + 3n — 1) dalijasi iš 30. 


376 uždavinys. Įrodykite, kad 

1525... +5 = + (n+ 1 (27° +2n- 1). 

Sprendimas. Kairiąją lygybės pusę pažymėkime 5. Kai и = I, 
teiginys teisingas. Darome prielaidą, kad jis bus teisingas, kai п = k- 1, 
ir įrodome teiginio teisingumą, kai n = k: 

S Sa КЁ = 06-10-00: (k- 17 + 206-1) 0) += 


= HEU- 1): (2R-2k-1) + 12%) = 


= (к 10: QE + 2k— 1) - 4k (k- 1) + 128) = 
= 5-1)? (2 +2k— 1) + Ak Q +2k— 1)) = 
= е: QE + 26-1) (k- 12 + 4 = 

=i. (+ IP- QE +2k— 1). 


Teiginys teisingas bet kokiam z є М. 
Pastaba. п? (п + 1)> : (2n? + 2n — 1) dalijasi iš 12, kai n — bet koks 
natūralusis skaičius. Įrodykite. 


377 uždavinys. Įrodykite, kad 


2л пл _ . nī ~ (n + 0л 
sinĝ + sin 3 +... + sin 3 2sin 6 Sin 6 š 


jei и – bet koks natūralusis skaičius. 
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Sprendimas. Kai z = I, teiginys teisingas: sinĝ = 2sin Ç i sin. 


Л 


Darome prielaidą, kad lygybė teisinga, jeigu и = k, ir įrodome 


teiginio teisingumą, kai 7 = k + 1: 


2л 


singz + sin +. + sn 


Кл 


+ a É roz = 


+ sin 


= 2 sin 6 


kī. sin (& E 


(k+ Da 
3 


= 2 sin 


ka | sin (k + 2 


КЛ. sin (k + 1)Z 


+ їп2® DZ = 


+ 2sin 


= 2sin 6 


= 2sin 


(k+ Dar. 
6 


(k A y 


o (k tD LA 


(k + 02) 


+ cos 


= 2sin 


(k+ Dr. 
6 


(+ 1)Z 
6 


= 2sin 


= 2sin 
= 2sin 


= 2sin 


(+ 02, 
6 

(+ 02. 

a, 


(k+ Da. 
6 


= 2 sin 


(+ ])Z 
6 


Teiginys teisingas bet kokiam n є М. 


378 uždavinys. Įrodykite, kad: 

а) 11x? – 14n+3 > 0; 

b) 5n? — 6n + 1 > 0; jei n – bet koks natūralusis skaičius. 

Pastaba. Abiem atvejais diskriminantas D > O ir trinariai turi po 
dvi šaknis. Taikykite matematinės indukcijos metodą, nors teiginių 
teisingumą lengva įrodyti ir be jo: abiem atvejais parabolės šakos 


1 


nukreiptos į viršų; pirmojo trinario šaknys T ir 1, o antrojo 5 ir 1. 
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379 uždavinys. Įrodykite, kad 
1 1 1 | 
1+—=+—-=+..+—=>»2(/п+1-—1),КалеМ. 
v2 /3 Vn ) 


380 uždavinys. Įrodykite, kad: 
а)1+3+5 +... + (20 – 1) = т; 


2 
b) ра. + m= [nG + D) ,kai n e N. 


381 uždavinys. Įrodykite, kad: 

аа 145 ФК as js = 
b 1:2:3+2:3:4+3:4:5+..+n: (n+ ])(n +2)= 
_ n(n + Da + 2)(п + 3). 


1) n i (n+ 1), 
3 * 


si 1 = п 4 
` (2n— 1) (2n+1) 2п +1” 


1 Z п. 
003и 0 Зи 41 


+ 1 КОЧИ. 2006 
` (Ап – 3)(4п +1) 4п +1” 


f 1:1!+2:2!+3 31+... +n и! = (и + 1)! — 1, kain e N. 
Sprendimas. f) Kai n = 1, teiginys teisingas, nes 
1-1!=(1+1)!-1;1=2-1. 

Darome prielaidą, kad 1 · 1! +2-2! +. .+k-k!=(k+1)!- 1, 
ir įrodome, kad tada 1 · 1! +2 · 21+... +: К + (6+ 1): (К+ 1)! = 
= (К+ 2)! – 1. 

1-11!+2-2!+..+k-k!+(k+1)-(k+ 1)! = 

=(k+1)! l+(k+1 Xk+1)! =(К+1)!(1+К+1)—-1= 

= (К+ 1)!(k&+2)-1=(k+2)!- 1. 

Teiginys teisingas bet kokiam n є N (žr. 348 užd.). 
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382 uždavinys. Įrodykite, kad: 

а) и + Зи? + 5n + 3 dalijasi iš 3; 

b) 4" + 5 dalijasi iš 3; 

с) 4" + 15и – I dalijasi iš 9; 
jei п — bet koks natūralusis skaičius. 

Sprendimai. Kad sandauga dalytųsi iš kokio nors skaičiaus, 
pakanka, kad iš to skaičiaus dalytųsi vienas iš daugiklių. Kad suma būtų 
dali, pakanka, kad dalytųsi kiekvienas dėmuo. 

a) Kai п = I, teiginys teisingas: 1 + 3 + 5 + 3 = 12 dalijasi iš 3. 
Darome prielaidą, kad /° + 34? + 5k + 3 dalysis iš 3. Tada 

(6+1) + 3(6+ 1) + 5(&+ 1) +3 = 

=P-3P+35+1+3R+6k+3+5k+513= 

=(+3 +5К+3)+3.(?+3К +3). 

Pirmasis šios sumos dėmuo dalijasi iš 3 pagal prielaidą, antrasis — nes 
vienas daugiklis dalijasi iš 3. Galima teigti, kad visa suma dalijasi iš 3, 
taigi teiginys bus teisingas ir n = k + 1 atveju. 

Vadinasi, jis teisingas, kai n є N. 

b) Teiginys teisingas, kai n = 1, nes 4 + 5 = 9 dalijasi iš 3. Darome 
prielaidą, kad 4% + 5 dalijasi iš 3. Tada 

481+ 5 = 4: 48+ 5 = (4+ 5) +3 · 4. 

Abu šios sumos dėmenys dalijasi iš 3, todėl ir suma yra dali. 

Taigi teiginys bus teisingas ir n = k + 1 atveju, ir kai n є М. 

с) Teiginys teisingas, kai n = 1, nes 4 + 15 – 1 = 18 dalijasi iš 9. 
Darome prielaidą, kad 4* + 15k— 1 dalijasi iš 9, ir įrodome, kad teiginys 
teisingas ir kai n= + 1: 

4“1+15(k+1)-1=4-4+15k+15-1= 

= (46+ 156-1) +3 · (48+ 5). 

Pirmasis šios sumos dėmuo dalijasi iš 9 pagal prielaidą. Jau įrodėme, 
kad 4* + 5 dalijasi iš 3, todėl 3 · (4* + 5) dalijasi iš 9. 

Vadinasi, ir visa suma dalijasi iš 9, o teiginys teisingas ir kai 
п = К + 1. Naudodamiesi matematinės indukcijos principu nustatėme, 
kad teiginys teisingas bet kokiam и є М. 
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383 uždavinys. Įrodykite, kad л? – n dalijasi iš 24, kai n — bet koks 
nelyginis skaičius ir n є N. 

Sprendimas. Teiginys teisingas, kai и = 1. Darome prielaidą, kad 
jis teisingas, kai n = 2k —1. 

Tarkime, kad (2k — 1)* — (2k — 1) = 84 — 124 + Ak dalijasi iš 24. 
Įrodome, kad teiginys teisingas ir n = 2k + 1 atveju: 

(2К + 1) – (2k + 1) = (8% — 12/2 + 4k) + 24k. 

Kiekvienas šios sumos dėmuo dalijasi iš 24, todėl ir suma dalijasi iš 
24. Teiginys teisingas ir n = 2k + 1 atveju. Taigi jis bus teisingas ir tada, 
kai и — bet koks nelyginis skaičius, n є N. 

Pastaba. Galimas dar vienas sprendimo būdas. Kas antras natū- 
raliųjų skaičių sekos skaičius dalijasi iš 2, o kas trečias dalijasi iš 3 
(įrodykite). 

Jeigu n =2k- 1, k e N, tai 

п – п = (2k— 1)? -(2k-1)= 85—128? + 4k = 

=4k(24-3k+1)=4k(k- 1(2k- 1) = 

=4k-(k-1)-((2k—4) +3)=8k(k- (k -2) + 12 -k(k- 1). 

Kadangi k (k — 1)(k – 2) dalijasi iš 3, o k (k - 1) dalijasi iš 2, 
tai kiekvienas šios sumos dėmuo dalijasi iš 24, todėl ir т — и dalijasi 
iš 24. 


384 uždavinys. Įrodykite, kad visų kiekvienos lentelės eilutės narių 
suma lygi nelyginio skaičiaus kvadratui. 

1 

234 

34567 


45678910 

Sprendimas. Kai n = 1, teiginys teisingas. Tarkime, kad kai 
п = k, suma yra S, = (2k —1)2. Pirmasis k-osios eilutės narys lygus k, 
eilutės narių skaičius lygus (2k — 1), o paskutinis narys lygus (3k — 2). 
(k + 1)-ąją eilutę gauname prie kiekvieno k-osios eilutės nario pridėję 
po 1, o dešinėje eilės tvarka vieną po kito parašę du skaičius. Gau- 
name: 

S. = S$. + (2k-1)+3k+3k+1=(2k- 1) + 8k = Qk + 1). 

Pagal matematinės indukcijos principą teiginys teisingas bet 
kokiam n є N. 
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385 uždavinys. Kokia aibė taškų, esančių plokštumoje, tenkina 
nelygybę 2 <|z — 1 +2i|<32 

Sprendimas. Kompleksinis skaičius, išreikštas algebrine forma, 
žymimas a + bi, kai a ir b- realieji skaičiai, о ¿= /— 1. Skaičių a + bi ir 
c + di suma lygi (a + с) + (b + di, o sandauga (ac — Ба) + (ad + Бс)і. 

Kompleksinis skaičius z vadinamas skaičių z, ir z, skirtumu, jeigu 
z+2,=z,. Įrodykite, kad 4 + B = а + РЇ + bead, 

Kompleksiniai skaičiai z, = a + bi ir z, = c + di laikomi lygiais, jeigu 
a =c, b = d. Jeigu z = a + bi, tai а — vadinama realioji z dalis (žymima 
Rez), o b – menamosios dalies koeficientas (žymimas Imz). Kiekvienam 
kompleksiniam skaičiui a + bi gali priklausyti taškas, kurio koordinačių 
plokštumos koordinatės (a; b). Ši atitiktis tarp kompleksinių skaičių C ir 
aibės plokštumos taškų yra vienareikšmė. Atstumas ОА nuo koordina- 
čių pradžios O iki plokštumos taško А (a; b) vadinamas kompleksinio 
skaičiaus z = a + bi moduliu (žymimas |z|, |z|= /a2 + b?), o kampas 
tarp teigiamosios ašies 0, kryptimi ir vektoriaus ОА (matuojamas prieš 
laikrodžio rodyklę) vadinamas skaičiaus z argumentu (žymimas argz). 

Uždavinio sąlygą perrašykime taip: 2 < |z – (1 — 2p| < 3. Reikia 
rasti visus plokštumos taškus, kurie yra nutolę nuo taško 1 — 2i ne 
mažiau kaip per 2 ir mažiau kaip per 3 taškus. Tai bus žiedo su А, = 2, 
К, = 3 taškai. 

Atsakymas. Ziedo su R, = 2, R, = 3 taškai. 


386 uždavinys. Įrodykite, kad dviejų kompleksinių skaičių sumos 
modulis nėra didesnis už šių skaičių modulių sumą. 

Sprendimas. Tarkime, kad z, = x + yi ir z, = u + vi. Įrodome, kad 
(x + и) + (у+ъ)ї | < |x + yi | + |u + vi |. Darome prielaidą, kad iš tiesų 
yra taip: 

/ G + u)2+ (y + v)? > / x° + y? + /u2+ у?. 

Pakeliame šią nelygybę (abi jos pusės nėra neigiamos) kvadratu: 

хи + yv > /@?+ у?)(и?+ v’). 

Ir šią nelygybę pakeliame kvadratu: 


XV + уги? — 2xyuv < 0; (ху — yu) < 0. 
Bet tai yra neįmanoma. Taigi prielaida buvo klaidinga, o duotasis 
teiginys įrodytas. 
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387 uždavinys. Įrodykite, kad - = L, jeigu z = +1, yra menamasis 
skaičius tik tuo atveju, jeigu |z| = 1. 

Sprendimas. Kompleksinis skaičius z = a + bi vadinamas mena- 
muoju, jeigu a = 0. Skaičius a — bi vadinamas jungtiniu kompleksi- 
niam skaičiui z = a + bi ir žymimas z. Įrodome, kad zí £ 2: = 1+ 22; 


Z Z= Zi: Zs; z: Z = |z |°; Z = z tik tokiu atveju, Jeigu z — realusis 
skaičius (b = 0); z = — tik tokiu atveju, jei z — menamasis skaičius (a = 0). 
Tarkime, kad z = a + bi. Tada 


z— 1 _ (a — D +bi _ (a 1) + ba + 1) — bi) 
z+1 (a+1)+bi ` a 


Realioji šio skaičiaus dalis lygi о menamosios 


а?—1+Ь? 


dalies koeficientas lygus Jeigu duotasis skaičius iš 


2b 
(а + 1)°+ b°' 
tiesų menamasis, tai а? — 1 + b? = 0 іг 2b #0, (a + 1)? + b? z 0. Jeigu būtų 
Ь=01га?— 1 + b =0, tada z = а = +1, о tai prieštarautų sąlygai. Todėl 
b= 01га? + b2 = 1, taigi |z|= 1. 


е, jeiguz + 1 =k 


388 uždavinys. Raskite z!% + 
Sprendimas. Kadangi z + l = 1, tai z? — z + 1 = 0. Bet tada pagal 
z + 1 = (2+ (22 — z + 1) formulę 2 + 1 = 0, z = –1. Todėl 


67 = (23)55. 22 = (—1)55- 22 = —2 ir 


n: ZF 1 = 1 pakeliame гаа 


взора L =-1. Gauname 21 + 1, =l. 
z Z 


Atsakymas. 1. 


389 uždavinys. Įrodykite, kad x" + L = 2 cosna, jeigu 


1 


+ = = k 
x+ 2 cosa 
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390 uždavinys. Raskite visų plokštumos taškų, tenkinančių lygtį 
lz- 11= [2 — il, aibę. 

Sprendimas. Tarkime, kad z = x + yi. Tada 

\х-1+уї|=|х+(у— li|, 1)? + у? = x2 + (y — 1), 
o y = x. Ieškoma aibė yra pirmojo ir trečiojo koordinačių kampu 
pusiaukampinės taškai. 


391 uždavinys. Raskite visus plokštumos taškus, jeigu |2 + i| < 1. 

Sprendimas. Tarkime, kad z = x + yi. Tada 

\х+(у+1)ї|<1;/х?+ (y + 1) <1. 

Kairiojoje šios nelygybės pusėje išreikštas atstumas tarp (x; y) ir 
(0; —1) taškų. Taigi ieškoma aibė yra skritulys su centru taške (0; -1), 
irr= 1. 


392 uždavinys. Raskite plokštumos taškus, tenkinančius lygtis: 
а) 2+ і|= [2+ 2l; 
b)|z — 2|=|z + 2il; 


== 2, у. 
© 243 ab 
з L 
9 z — 3i al, 
Atsakymai. a) y = 2x + 1,5; b) y = —; с)х= 1; у=]. 


393 uždavinys. Raskite plokštumos taškus, tenkinančius nely- 
gybes: 

a)|z— 1|> |z — il; 

JE 

c)|z + i[<1. 

Atsakymai. а) y > x; b) x > 0; с) atvirasis skritulys, jo centras 
(0; —1) taške, spindulys 1. 
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394 uždavinys. Pateikite šių kompleksinių skaičių trigonometrinę 
formą: 

a) z = sin36° + i cos54°; 

b) z = (sin42° + i cos42°) · i. 

Sprendimai. Jeigu z = a + bi yra kompleksinis skaičius, kurio 
modulis |z | = r = /a?+ b?, o argumentas a, tai z = r (cosa + i sina) 
vadinama trigonometrine kompleksinio skaičiaus z forma (0 neturi 
trigonometrinės formos, nes neturi argumento). 

Jeigu z, = r „(cosa + i sina), z, = r,(cos + i sinf), tai 

Z Z, = r, ` r,(cos (a + В) + i sin (a + P)). Įrodykite. 

Kompleksinių skaičių sandaugos modulis lygus jų modulių san- 
daugai ( ze 22| = ||: |2 |), о sandaugos argumentas lygus argu- 
mentų sumai arg(7, : ғ,) = argz, + argz,. 

Jeigu z, = а + bi; z,= c + di, tai 

lal = 2+; |z| с Ф, |а: z | = [(a+ bile + di)|2= 

=| (ac — bd) + (ad + bo)i|2= (ac — bd) + (ad + be). 

Taigi (а? + b?) : (с? + d?) = (ac — Ба) + (ad + bc). 

Išvada: jeigu a, b, c, d — sveikieji skaičiai ir kiekvienas iš dviejų 
duotųjų skaičių gali būti išreikštas dviejų sveikųjų skaičių kvadratų 
suma, tai jų sandauga taip pat bus dviejų sveikųjų skaičių kvadratų 
suma (m = @ + b, n = + Ф — m : n = (ac — bd? + (ad + Ьс)?). 
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Kompleksinio skaičiaus z = а + bi modulis r = / а? + b?, о argu- 


mentas randamas: cos 4 = 2 sine = B. 

a) Kadangi 
|а| = r = /sin236°+cos2 54° = /sin236*+sin?36* = /2 · ѕіп 36°, 
їзбєй >— 708 2 z 


/25ш36 20 9 4 

2= r: (cos@ + ising), tal z = /2sin 36° · (cos 45° + į sin 45°). 
b) Kadangi z = —cos 42° + i sin 42° ir 

—cos 42° = cos(180* — 42°) = cos 138°, 

sin 42° = sin(180° – 42“) = sin 138°, gauname 

z = cos 138° + į sin138°. 

Atsakymai. a) /2sin 36°. (cos 45° + i sin 45°), 

b) cos 138° + i sin 138°. 


395 uždavinys. Raskite skaičių sandaugas: 
Z= 25 [cos па + isin Пя) ir 


2,= /8 ` [cos 3 + isin “| 
Sprendimas. Kadangi |z, | = /2, |2›| = /8, tai 
r=|z zJ |= /2 : /8 = 4. 


Argumenta o randame pagal salyga, kai 


@ = ф,+ @,= Пл + зл = 252 = 2л + 51. 
9л 9л 
Taigi z ` Z „= Alcos 92 E a + isin F эш, 
Atsakymas. a|cos 9л + isin эт). 
= — 1 


396 uždavinys. Parašykite skaičių z = = 
COS 2 + isin 3 


trigonometrine forma. 
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Sprendimas. 2 kompleksinių skaičių dalmens modulis lygus jų 
modulių dalmeniui, o argumentas lygus argumentų skirtumui. 


Tarkime, kad z, =i- 1, 2, = cos? + ізіп 2. Tada 
Гаа #9, @ = 3 Iz-|= 1, @,= 


Zi 
Z = 2 (со{3л Z) 4 isin(22 — я), 


eTa y 4 
= /2 -[cosSZ + isi sz) 

Z2 [cos 32 + įsinj3)- 
Atsakymas. „2: (cos32 +i зїп ЭЛ |, 


397 uždavinys. Įrodykite, kad Muavro formulė teisinga: 

2° = (r(cosa + i sina)Y" = r : (cos na + i sinna), n є М. 

Nuoroda. Jeigu n = 2, formulė bus teisinga, nes iš 

Z: Z, = r (coso, + ising): r (coso, + i sing,) = 

=r ` r, (cos (9, + ф„) + i sin (p, + 9,)), kai z, = z, = z, gauname: 

22 = р: (соѕ2ф + i sin29). 

Kadangi z" = 7"! · z, reikia pritaikyti matematinės indukcijos 
metodą. 


398 uždavinys. Įrodykite, kad 


a + 2лК a + 2л) 
n n 2 


/r(cosa + ising) = Vr : (cos + isin 
k= tl E? a 
Sprendimas. Pagal n-tojo laipsnio šaknies apibrėžimą Yz = Z= 


Jeigu zr = z. Tarkime, kad 


W/z = a/r( cosa + ising) = R- (cos@ + ising). 

Pritaikę šaknies apibrėžimą ir Muavro formulę gauname: 

(К(со$ф + i sing)" = R" : (cosng + i sing). 

Jeigu kompleksiniai skaičiai lygūs, jų moduliai taip pat lygūs, o argu- 
mentų skirtumas 27, kai k = 0; +1; +2;.... 
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Tada r= R" ira + 2л = пр. К= Vr p= Z + 2ЛЁ, 


"/r(cos X + ising) = уг - [as sa 276 + įsinC E 22k) кр, 


El ED aza 


Beje, šiuo būdu gavome visas šaknies reikšmes k = 0; 1; 2; ...; 
(и – 1) atveju (įrodykite). 


399 uždavinys. Parašykite skaičiaus z = (i — /3)'3 algebrinę 
formą. 
Sprendimas. Pažymėkime 2, = i – Fa Tada |z, | = 2, 9 = эл ir 


z, = 2(созЭ® + įsin ŽŽ), 
Todėl z = zi = 2" · (соѕ657 + isi 657) = 


=2”. (соз Э7 + įsin3Z)= RA + 1;)= —22. /3 +20.; 


Atsakymas. —2!2 . /3 +2?.{ 


400 uždavinys. Raskite / — 64. 
Sprendimas. Tarkime, kad z = —64 = 64 · (соѕл + i sinz). Tada 


= s/z = 6/64 . [cos + 2zk T= + isin + <#K sa 
k=0; 


3л 3л 


z=2- (cos3Z + isin2Z 
= 2 |cos37 + іѕіп=- 
1 


(соз + isi JZ =s = i; 


Atsakymas. +2]; +/3+ i. 
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401 uždavinys. Išspręskite lygtis: 

a) z?+ |z| = 0; 

b)z+z=0; 

с) 22+ |z| = 

d)? =i. 

Sprendimai. 

a) Tarkime, kad z = x + iy. Tada (x + іу)? + x2 + у? = 0; xX? + xyi = 0. 
Gauname х? = 0 ir ху = 0, tai y є R. Sprendiniai: z = Б · і, b є R. 


d) i = cos% 2 + isin% 2 Tarkime, kad z = r(cos9 + i sing). 
Tada 22 = г : (cos29 + i sin2g) = 1 > (cosZ 2 + {їп |, 
Gauname r = 1, 29 = > + 2kz, ф = 7 + kz; 


z= cos% + кл) + isin|Z + ka]. 


Jeigu k — lyginis skaičius, tai z, = = соз + isin5 = 1 +i 02; 
jeigu k nelyginis, tai z, = = cos27 + isin2Z = „Уз. _ „42 
2 2 2 2 
Atsakymai. 
a)z=bi,b e R; ‚8, 
1 3 .. 
b) Z = —1; Z, 4 => + 4 A 


02 z, = —i; 


d) z, =*2(/2 + i/2). 


402 uždavinys. Ar galima teigti, kad 2 + 5i daugiau už 1 + 4i? 
Sprendimas. Ne. Kompleksinių skaičių negalima apibrėžti sąvo- 
komis „daugiau“ arba „mažiau“. 


403 uždavinys. Ar galima teigti, kad skaičius —57 yra neigiamasis? 
Sprendimas. Ne. Neigiamasis skaičius — tai realusis skaičius, ma- 
žesnis už 0). 
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404 uždavinys. Įrodykite tapatybę 

In + | + [а gl E= 2: (1а |+ |12). 

Sprendimas. Tarkime, kad z, = x, + іу, Z, = x, + iy,. Tada 

la+ al [а zl? =G, tx, + (у, +у„)#+(х,—-х„)#+ (у-у) = 
= 2x + 2y + 2x + 2у2 = 2(x + y 2) + 2(x2 + y) = 


= 2(||*+ |). 


405 uždavinys. Išreikškite sin(Sarcsinx) per x. 

Sprendimas. Taikykime Muavro formulę: 

(cosa + į sina) = cos5a + i sin5a; 

cosša + 5i costa sina — 10соѕ?а : sinža — 10; cosža ѕіп?а + 

+ 5соѕа sinta + і sin°a = cos5a + i sin5a. 

Kompleksiniai skaičiai lygūs, jeigu lygios jų realiosios dalys ir mena- 
mųjų dalių koeficientai. а pakeiskime arcsin x ir gausime: 

sin(Sarcsinx) = 5cos“(arcsinx) : ѕіп(агсѕіпх) — 10cos*(arcsinx) · 
` sin*(arcsinx) + sin*(arcsinx) = 5 : (/ 1- х?) "X- 10(/ 1- х7). авт 
+x`=5(1-—x2)2:x— 10:(1- x2)x + x5. 

Taigi sin(5arcsinx) = 16х° — 20x + 5х. 

Atsakymas. 16x° —20xš + 5х. 
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